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Tesis doctoral

MODELOS PREDICTIVOS BASADOS

EN REDES NEURONALES RECURRENTES

DE TIEMPO DISCRETO

Juan Antonio Pérez Ortiz
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Resumen

Este trabajo estudia la aplicación de distintos modelos de redes neuro-
nales recurrentes de tiempo discreto a diversas tareas de carácter predictivo.

Las redes neuronales recurrentes son redes neuronales que presentan uno
o más ciclos en el grafo definido por las interconexiones de sus unidades de
procesamiento. La existencia de estos ciclos les permite trabajar de for-
ma innata con secuencias temporales. Las redes recurrentes son sistemas
dinámicos no lineales capaces de descubrir regularidades temporales en las
secuencias procesadas y pueden aplicarse, por lo tanto, a multitud de ta-
reas de procesamiento de este tipo de secuencias. Esta tesis se centra en la
aplicación de las redes neuronales recurrentes a la predicción del siguiente
elemento de secuencias de naturaleza simbólica o numérica.

No obstante, la predicción en śı no es el objetivo último: en esta tesis
la capacidad predictiva de las redes recurrentes se aplica a la compresión de
señales de voz o de secuencias de texto, a la inferencia de lenguajes regulares
o sensibles al contexto, y a la desambiguación de las palabras homógrafas
de una oración.

Los modelos concretos de redes utilizados son, principalmente, la red
recurrente simple, la red parcialmente recurrente y el modelo neuronal de
memoria a corto y largo plazo; este último permite superar el llamado pro-
blema del gradiente evanescente que aparece cuando los intervalos de tiempo
mı́nimos entre eventos interdependientes son relativamente largos. Para de-
terminar valores correctos de los parámetros libres de las redes se usan dos
algoritmos, el clásico algoritmo del descenso por el gradiente y una forma
del filtro de Kalman extendido.

Palabras clave: redes neuronales recurrentes de tiempo discreto, modelos
predictivos en ĺınea y fuera de ĺınea, aprendizaje de secuencias simbólicas,
predicción de señales de voz, etiquetado de categoŕıas léxicas.





PREFACIO

Las redes neuronales recurrentes son uno de los modelos posibles para
tratar secuencias temporales. Su principal ventaja estriba en la posibilidad
de almacenar una representación de la historia reciente de la secuencia, lo que
permite, a diferencia de lo que ocurre con las redes neuronales no recurrentes,
que la salida ante un determinado vector de entrada pueda variar en función
de la configuración interna actual de la red.

Como se verá a lo largo de esta tesis, las redes recurrentes han sido muy
utilizadas en multitud de tareas relacionadas con el procesamiento de se-
cuencias temporales. Dentro de estas tareas, la predicción de secuencias,
en la que se estima el valor futuro de uno o más elementos de la secuencia
a partir de la historia observada, tiene importantes aplicaciones en campos
tales como la inferencia de lenguajes o la compresión de señales. Esta tesis
se centra en este aspecto del procesamiento de secuencias discretas con redes
recurrentes de tiempo discreto y estudia tareas que van desde la predicción
en ĺınea de secuencias simbólicas o de voz hasta la desambiguación de las pa-
labras homógrafas de una oración a partir de la predicción de sus categoŕıas
léxicas, pasando por la inferencia de lenguajes no regulares.

Este trabajo demuestra algunas limitaciones de los modelos neurona-
les recurrentes tradicionales y cómo algunas de ellas pueden ser superadas
mediante modelos o algoritmos de entrenamiento más elaborados.

La tesis ha sido posible gracias a las ideas y aportaciones continuas
durante más de tres años de los Drs. Mikel L. Forcada y Jorge Calera Rubio
del Departamento de Lenguajes y Sistemas Informáticos de la Universidad
de Alicante. No obstante, la parte de la tesis relacionada con el modelo
denominado memoria a corto y largo plazo es fruto de mi estancia de dos
meses en 2000 en el Istituto Dalle Molle di Studi sull’Inteligenza Artificiale
(IDSIA) de Lugano (Suiza) bajo la supervisión del Dr. Jürgen Schmidhuber.

Estructura de la tesis

Se ofrece a continuación un pequeño resumen de lo que se discutirá en
cada uno de los caṕıtulos. Los primeros tienen carácter introductorio:
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ii PREFACIO

Caṕıtulo 1. Este caṕıtulo presenta los problemas que se estudian en esta
tesis.

Caṕıtulo 2. Se introduce el modelo de red neuronal recurrente de tiempo
discreto y las principales tareas a las que se ha aplicado dentro del
campo del procesamiento de secuencias.

Caṕıtulo 3. Un repaso a los modelos neuronales que se utilizan a lo largo
de la tesis, tanto los que se pueden considerar “clásicos”, como algunos
más recientes (en concreto, dentro de este último grupo, la red neuro-
nal recurrente en cascada y la red basada en las memorias a corto y
largo plazo).

Caṕıtulo 4. En este caṕıtulo se introducen los principales algoritmos de
entrenamiento supervisado para redes recurrentes, especialmente el
descenso por el gradiente y el filtro de Kalman extendido desacoplado.
Con todo, las redes neuronales recurrentes presentan algunos proble-
mas fundamentales que son analizados también.

Caṕıtulo 5. Una vez introducidos los problemas estudiados en la tesis, aśı
como los aspectos fundamentales de las redes neuronales recurrentes,
se presentan los enfoques con los que previamente han sido abordados
estos problemas, haciendo especial énfasis en las soluciones de carácter
neuronal.

Los caṕıtulos anteriores son básicamente un repaso al estado de la cues-
tión, además de presentar una formalización de los conceptos introducidos.
Los caṕıtulos que se describen a continuación constituyen la aportación ori-
ginal de esta tesis:

Caṕıtulo 6. El objetivo es estudiar el uso de las redes recurrentes para pre-
decir el siguiente śımbolo de una secuencia de texto. Se hace énfasis en
la predicción en ĺınea, un problema mucho más dif́ıcil que la inferencia
gramatical con redes neuronales clásica. El modelo de probabilidad
desarrollado por la red se utiliza en un compresor aritmético, de for-
ma que la razón de compresión se usa como medida de la calidad del
predictor. A modo de estudio preliminar, se analiza también la pre-
dicción sobre secuencias derivadas de automatas finitos deterministas
o sobre secuencias caóticas.

Caṕıtulo 7. El modelo de memorias a corto y largo plazo (LSTM) entrena-
do mediante el descenso por el gradiente es capaz de resolver problemas
muy dif́ıciles de resolver con las redes tradicionales. Aqúı se aplica por
primera vez a este modelo un algoritmo de entrenamiento basado en el
filtro de Kalman extendido y se observa cómo los resultados mejoran
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ostensiblemente, en cuanto a velocidad y robustez, los del algoritmo
original en un par de tareas de inferencia de lenguajes.

Caṕıtulo 8. En este caṕıtulo se explora el uso de las redes recurrentes para
la desambiguación léxica de corpus textuales, basándose en la predic-
ción de la categoŕıa léxica de la palabra siguiente a las ya vistas de
una oración. El enfoque presentado aqúı no necesita ningún texto
desambiguado manualmente, lo que lo convierte probablemente en el
primer método neuronal que posee esta cualidad. Los experimentos
demuestran que el rendimiento de este enfoque es, como mı́nimo, si-
milar al de un modelo oculto de Markov estándar entrenado mediante
el algoritmo de Baum y Welch.

Caṕıtulo 9. Aqúı se presenta un estudio comparativo del rendimiento de
las redes cuando son entrenadas en ĺınea para predecir la próxima
muestra de una señal de voz digitalizada. La comparación se realiza
principalmente con modelos lineales y con una red recurrente en casca-
da que fue propuesta en su d́ıa para realizar esta tarea. Los resultados
confirman los de otros trabajos que encontraron serias limitaciones a la
hora de trabajar con series numéricas, especialmente al usar un algo-
ritmo de aprendizaje basado en el descenso por el gradiente. El filtro
de Kalman aplicado al entrenamiento de estas redes, por otro lado,
supera parcialmente algunas de estas limitaciones.

Caṕıtulo 10. Este caṕıtulo recoge las principales conclusiones que se de-
ducen de todo lo anterior, además de presentar una lista detallada de
posibles trabajos de investigación para el futuro.

Apéndice A Este apéndice muestra cómo entrenar un modelo oculto de
Markov para realizar la desambiguación de las categoŕıas morfológicas
de una oración, técnica que se utiliza en los experimentos del caṕıtulo 8.
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ÍNDICE GENERAL ix

6.3.3 Textos en lenguaje humano . . . . . . . . . . . . . . . 92
6.4 Discusión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

7 Inferencia de lenguajes con dependencias a largo plazo 97
7.1 Método . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
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1. LOS PROBLEMAS

Esta tesis aborda diversos aspectos relativos al uso de redes neuronales
recurrentes de tiempo discreto en tareas de predicción de secuencias.
En este caṕıtulo se presenta los problemas estudiados y los motivos
por lo que es importante abordarlos.

Las redes neuronales recurrentes (Kolen y Kremer 2001) (Haykin 1999,
cap. 15) (Hertz et al. 1991, cap. 7) son, en principio, un modelo computa-
cional más potente que las clásicas redes neuronales hacia adelante. Esta
mayor potencia proviene del hecho de que las redes recurrentes son capa-
ces de procesar secuencias temporales gracias a la posibilidad de recordar
parcialmente la historia relevante de la secuencia por medio de una repre-
sentación en forma de estado. Esta memoria no existe de manera natural
en las redes no recurrentes, utilizadas principalmente para el procesamiento
de datos estáticos.

A simple vista el rasgo que diferencia las redes neuronales recurrentes
de las que no lo son es simple: la existencia de, como mı́nimo, una conexión
ćıclica (recurrente) entre las neuronas que las configuran. Esta diferencia
tiene, sin embargo, profundas implicaciones en la capacidad de computación
del modelo y en los algoritmos de entrenamiento necesarios para conseguirla.

A la hora de clasificar las redes neuronales recurrentes se suele considerar
la forma en la que el tiempo transcurre durante la actividad de la red. En
este sentido podemos distinguir entre redes neuronales de tiempo discreto
y redes neuronales de tiempo continuo. En las redes neuronales de tiempo
discreto los cálculos ocurren a saltos, como si un reloj marcara el ritmo de
procesamiento y se asume que en cada paso de tiempo la salida de cada
neurona se obtiene instantáneamente a partir de sus entradas. En el caso de
las redes neuronales de tiempo continuo (Pearlmutter 1995), las entradas y
salidas de la red son función de una variable temporal continua y la dinámica
de sus neuronas viene descrita por una ecuación diferencial.

En este trabajo se estudia la capacidad de las redes recurrentes para
predecir el siguiente componente de distintos tipos de secuencias. Ya que
las secuencias son de tiempo discreto, las redes también tienen que serlo
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2 1. LOS PROBLEMAS

forzosamente. La predicción del siguiente elemento con redes recurentes
es un tema clásico; véase, por ejemplo, los trabajos de Cleeremans et al.
(1989) y Elman (1990). En este contexto es de esperar que la red desarrolle
un modelo interno de la información relevante sobre una cierta cantidad
de la historia pasada de la secuencia que le permita realizar predicciones
acertadas sobre el futuro.

Dado que la tesis se centra en el procesamiento de secuencias tempora-
les (Weigend y Gershenfeld 1994), es momento de introducir este concepto.

1.1. Secuencias

Informalmente, diremos que una secuencia es una serie de datos tomados
de un conjunto S y que representaremos como

s[n] = s[1], s[2], . . . , s[Ls]

donde Ls es la longitud de la secuencia. En una secuencia es posible que
s[t] = s[t′] para t 6= t′. Los valores entre corchetes son ı́ndices (normalmente
valores enteros) que reflejan el orden de los distintos datos dentro de la
secuencia; cuando este ı́ndice se refiere al tiempo se dice que la secuencia es
de tipo temporal.

Supongamos un sistema que trabaje con secuencias temporales. Po-
demos intentar caracterizar los tipos de operaciones que el sistema puede
realizar sobre una secuencia (Forcada y Gori 2001). Para ello, consideremos
que los elementos de la secuencia de entrada u[t] pertenecen a un conjunto
U y que la secuencia tiene longitud Lu, es decir, las secuencias de entrada
son de la forma

u[t] ∈ U, t = 1, 2, . . . , Lu (1.1)

El sistema transforma la secuencia de entrada en una secuencia de salida,
digamos y[t]. Consideremos que los elementos de la secuencia de salida
pertenecen a un conjunto Y y que la longitud de la secuencia es Ly, esto es,

y[t] ∈ Y, t = 1, 2, . . . , Ly (1.2)

Según la forma de las variables anteriores, las operaciones que un sistema
que trabaje con secuencias puede desarrollar pueden dividirse en cuatro
grupos:

• Traducción o filtrado de secuencias. Este es el caso más general de
procesamiento de secuencias. Una secuencia u[1], u[2], . . . , u[Lu] se
transforma en otra secuencia y[1], y[2], . . . , y[Ly]. Un caso interesante
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dentro de este tipo de procesamiento es la traducción śıncrona en la
que el sistema lee y genera una componente en cada paso, con lo que
ambas secuencias crecen al mismo ritmo y Lu = Ly.

• Clasificación de secuencias. Aqúı Ly = 1. El sistema asigna a toda la
secuencia de entrada un único valor o etiqueta del conjunto Y .

• Generación de secuencias. Ahora Lu = 1. En este modo, el sistema
genera una secuencia de salida para una única entrada.

• Predicción de secuencias. En este caso U = Y . El sistema lee una
secuencia u[1], u[2], . . . , u[t] y produce como salida una posible conti-
nuación de la secuencia de entrada û[t+1], û[t+2], . . . Normalmente se
predice un único valor futuro, generalmente û[t+1], aunque en algunos
casos el valor predicho es û[t + k] para un valor pequeño de k.

Los problemas abordados en esta tesis se pueden incluir dentro del último
grupo y se introducen a continuación.

1.2. Los problemas

Las tareas de predicción que estudia esta tesis se pueden clasificar desde
varios ejes. Uno de ellos atiende al origen de los componentes de la secuen-
cia; aśı, en el caso de predicción sobre señales numéricas, tendremos U = R
y en el caso de predicción sobre series simbólicas U = Σ, donde Σ es un al-
fabeto cualquiera. Por otro lado, puede considerarse la aplicación concreta
de las tareas de predicción estudiadas. Esta última clasificación es la que
determina en gran medida la estructura de los contenidos de la tesis y con-
sidera fundamentalmente cuatro aplicaciones: la compresión de secuencias
simbólicas, la inferencia de lenguajes regulares y sensibles al contexto, la
desambiguación de las partes de una oración y la compresión de señales de
voz digitalizadas.

1.2.1. Compresión de secuencias simbólicas

Las limitaciones impuestas por la capacidad de los dispositivos de alma-
cenamiento y por el ancho de banda de los medios de transmisión obliga a
comprimir la información. Las técnicas de compresión suelen ser distintas
según la naturaleza simbólica o numérica de las secuencias a comprimir.

Dentro del primer grupo, los sistemas compresores (Bell et al. 1990;
Nelson y Gailly 1995) suelen basarse en un modelo de probabilidad que
determine las probabilidades de aparición de cada śımbolo en un contexto
secuencial determinado. De esta manera, la codificación elegida para un
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śımbolo concreto está en función de las previsiones realizadas antes de su
aparición por el modelo y se puede usar codificaciones más pequeñas para
los śımbolos más frecuentes, reduciendo aśı el número de bits necesarios para
codificar la información.

Las redes recurrentes son candidatas para dicho modelo de probabilidad
y en esta tesis se estudia la eficiencia de este enfoque, principalmente con
secuencias de texto en lenguaje natural, aunque también se consideran otros
tipos de secuencias simbólicas para poder matizar los resultados obtenidos.
En esta tesis nos hemos planteado una restricción importante: que el modelo
de probabilidad debe obtenerse al vuelo (lo que se llama habitualmente en
ĺınea), de forma que la codificación se realice sobre la marcha conforme se
procesa la secuencia de entrada.

1.2.2. Inferencia de lenguajes con dependencias a largo plazo

La inferencia de lenguajes (o inferencia gramatical) consiste (Sakaki-
bara 1997) en deducir un modelo (por ejemplo, un autómata finito o una
gramática) de un lenguaje a partir de un conjunto de cadenas de ejemplo.
Las aplicaciones de la inferencia de lenguajes se extienden por multitud de
campos como el reconocimiento sintáctico de formas, la lingǘıstica compu-
tacional o la bioinformática.

Las redes neuronales recurrentes de tiempo discreto han sido ampliamen-
te utilizadas en tareas de inferencia de lenguajes (Forcada 2002). Se pueden
distinguir dos métodos principales (Alquézar y Sanfeliu 1994) para abordar
la tarea en función de si todas las cadenas de ejemplo pertenecen al lenguaje
a inferir (llamadas muestras positivas) o si se incluyen también cadenas que
no pertenecen a él (muestras negativas) convenientemente identificadas. En
el primer caso se entrena la red recurrente para que prediga en cada paso
el siguiente śımbolo de cada una de las muestras positivas y se establece un
umbral de predicción para intentar que la red acepte las cadenas correctas
y rechace las incorrectas. El segundo caso se resuelve como una tarea de
clasificación en la que el entrenamiento se lleva a cabo para discernir si una
cadena pertenece o no al lenguaje tras haberla visto completamente.

En este trabajo se considera la modalidad predictiva para la inferencia
de lenguajes regulares y sensibles al contexto que presentan dependencias a
largo plazo, que, como se verá, suelen ser dif́ıciles de manejar con las redes
recurrentes tradicionales (Hochreiter et al. 2001). Por ello, se considerará
también el modelo recurrente de memorias a corto y largo plazo (Hochreiter
y Schmidhuber 1997), ideado para superar este problema.
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1.2.3. Desambiguación categorial

La existencia de ambigüedades en las lenguas es uno de los principales es-
collos para conseguir sistemas de calidad para su procesamiento automático.
La correspondiente desambiguación es un paso intermedio muy importan-
te (Manning y Schütze 1999) en muchas aplicaciones como el reconocimiento
del habla o la traducción automática.

En esta tesis se estudia el problema de la desambiguación de aquellas
palabras a las que se puede asociar más de una categoŕıa léxica (problema
conocido también como etiquetado de las partes de la oración; en inglés PoS
tagging por part-of-speech tagging).1 Un etiquetador morfosintáctico es, en
este contexto, un programa que asigna a cada palabra de un texto una
categoŕıa léxica de entre un conjunto previamente definido de categoŕıas.

Las categoŕıas léxicas (también llamadas partes de la oración) pueden
ser muy amplias (como “verbo”) o muy espećıficas (como “verbo transitivo,
3.a persona del singular del presente de indicativo”), según la aplicación
concreta que queramos darles. A la mayor parte de las palabras de cualquier
oración se les puede asignar fácilmente una única etiqueta léxica mediante la
consulta de un diccionario o léxico.2 Sin embargo, como ya se ha dicho, hay
también muchas palabras que son ambiguas en el sentido de que se les puede
asignar más de una categoŕıa léxica; por ejemplo, en español la palabra bajo
puede ser un nombre —un instrumento que produce sonidos graves—, un
adjetivo —de poca altura—, un adverbio —equivalente a abajo— o una
preposición —debajo de.

La elección de la categoŕıa léxica correcta puede ser crucial, por ejemplo,
al traducir a otro idioma. La mayoŕıa de los desambiguadores categoriales
se basan en la suposición de que la categoŕıa correcta puede determinarse a
partir del contexto en el que aparece la palabra, o que, al menos, este con-
texto hace que una de ellas sea más probable. Normalmente, la decisión se
toma en función de las categoŕıas léxicas de las palabras vecinas, asumiendo
que la sintaxis es la mejor aliada a la hora de desambiguar una palabra. Esta
idea puede fallar, no obstante, en frases como en la clásica frase en inglés
“Time flies like an arrow”, donde, además de la interpretación principal

1Aunque la ambigüedad se puede presentar en distintos niveles, nos centraremos en el
nivel léxico. Dentro de este nivel hay dos causas principales de ambigüedad: la polisemia y
la homograf́ıa. Una palabra es polisémica cuando puede tener más de una interpretación,
todas con la misma categoŕıa léxica. Por otro lado, en las palabras homógrafas, que son
las que aqúı nos interesan, las distintas interpretaciones pertenecen a categoŕıas léxicas
diferentes.

2También puede usarse un adivinador, que deduce la categoŕıa léxica de la palabra a
partir de su forma superficial (por ejemplo, en español prácticamente todas las palabras
acabadas en -abais son verbos).
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(nombre–verbo–conjunción...), existen otras dos sintácticamente impeca-
bles, aunque semánticamente improbables (verbo–nombre–conjunción... y
nombre–nombre–verbo...).3

Diremos que un texto está completamente etiquetado o etiquetado sin
ambigüedades cuando cada aparición de una palabra lleva asignada la eti-
queta léxica correcta. Por otro lado, un texto parcialmente etiquetado o
etiquetado ambiguamente es aquel en el que se asocia (mediante un léxico o
un adivinador) a cada palabra (independientemente del contexto en el que
aparece) un conjunto de posibles categoŕıas léxicas; en este caso, a las pala-
bras ambiguas y desconocidas les corresponde más de una etiqueta léxica.4

La obtención de corpus significativos de textos completamente etiqueta-
dos es un problema para todas las lenguas, especialmente para las minori-
tarias. Por ello, es muy recomendable diseñar desambiguadores categoriales
que no los necesiten.

Las palabras que comparten el mismo conjunto de categoŕıas léxicas se
dice que pertenecen a la misma clase de ambigüedad (Cutting et al. 1992);
por ejemplo, las palabras canto y libro pertenecen a la misma clase de am-
bigüedad {nombre, verbo}.

En esta tesis se plantea de forma original la desambiguación categorial
como un problema de predicción de clases de ambigüedad con redes recu-
rrentes, como se verá más adelante. Además, el etiquetador morfosintáctico
propuesto necesita solo corpus de textos parcialmente etiquetados.

1.2.4. Predicción de señales de voz

La predicción de señales de voz en tiempo real (Barnwell et al. 1996)
es una parte muy importante de sistemas de comunicación actuales como
los sistemas de telefońıa móvil. Si suponemos que el valor de la señal en el
instante t puede predecirse a partir de su valor en instantes anteriores, se
puede conseguir reducir la tasa de bits (siempre en función de la calidad del
predictor) codificando eficientemente la diferencia entre la señal real en el
instante t y la señal predicha, como se observa en la figura 1.1.

Aunque se ha comprobado que los predictores de voz no lineales mejo-
ran la capacidad predictiva de los lineales (Townshend 1991), la mayoŕıa

3Las tres posibles interpretaciones seŕıan “El tiempo vuela como una flecha”, “Crono-
metra a las moscas como una flecha” y “A las moscas del tiempo les gusta una flecha”.

4A las palabras desconocidas se les asigna normalmente el conjunto de las categoŕıas
abiertas, formada por aquellas categoŕıas a las que es posible añadir nuevas palabras del
lenguaje: nombres comunes y propios, verbos, adjectivos y adverbios. Esta asignación se
refina normalmente con la ayuda de un adivinador, como ya se ha explicado anteriormente.
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Figura 1.1: Esquema de la codificación predictiva sobre una señal u[t]. La señal
enviada por el canal (después de ser codificada) es r[t].

de los estándares actuales (Barnwell et al. 1996) consideran modelos linea-
les adaptativos para implementarlos debido al equilibrio que proporcionan
entre complejidad y rendimiento. Los modelos no lineales como las redes
neuronales recurrentes debeŕıan, en principio, superar a las técnicas tradi-
cionales.

Estudiaremos, por tanto, el rendimiento de ciertas redes a la hora de
predecir la siguiente muestra de una secuencia de voz digitalizada.





2. REDES NEURONALES RECURRENTES

Este caṕıtulo introduce los elementos principales que definen una neu-
rona y la forma en que estas se combinan para constituir redes neurona-
les recurrentes. Además de plantear un modelo formal de red neuronal
recurrente, que será utilizado en posteriores caṕıtulos, se describen
brevemente las principales aplicaciones de este tipo de redes.

2.1. Redes neuronales

Una red neuronal puede verse como una máquina diseñada originalmente
para modelizar la forma en que el sistema nervioso de un ser vivo realiza una
determinada tarea. Para lograr este objetivo, una red neuronal está formada
por un conjunto de unidades de procesamiento interconectadas llamadas
neuronas.

Cada neurona recibe como entrada un conjunto de señales discretas o
continuas, las pondera e integra, y transmite el resultado a las neuronas
conectadas a ella. Cada conexión entre dos neuronas tiene una determinada
importancia asociada denominada peso sináptico o, simplemente, peso. En
los pesos se suele guardar la mayor parte del conocimiento que la red neuro-
nal tiene sobre la tarea en cuestión. El proceso mediante el cual se ajustan
estos pesos para lograr un determinado objetivo se denomina aprendizaje
o entrenamiento y el procedimiento concreto utilizado para ello se conoce
como algoritmo de aprendizaje o algoritmo de entrenamiento. El ajuste de
pesos es la principal forma de aprendizaje de las redes neuronales, aunque
hay otras formas posibles.1

El art́ıculo de McCulloch y Pitts (1943) se considera como el punto de
arranque de la investigación en redes neuronales; este trabajo introdujo tam-
bién la teoŕıa de autómatas finitos como modelo computacional. McCulloch
y Pitts propusieron un modelo simplificado de la actividad nerviosa real en
el que cada neurona de una red neuronal pod́ıa activarse o desactivarse en
función de lo que hicieran las neuronas conectadas a ella. Debido a que una
neurona solo pod́ıa estar activada o desactivada, la capacidad computacional

1Por ejemplo, la modificación del número de neuronas o de la forma de conectarlas.

9
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de la red completa se define en términos del conjunto de predicados lógicos
que es capaz de computar. En este art́ıculo ya aparecen redes neuronales
recurrentes, a las que se denomina redes con ciclos.

Unos años después, Kleene (1956) reformuló algunos de estos resultados
e introdujo una notación más compacta y general. En su art́ıculo se define
el concepto de expresión regular (alĺı llamado evento regular), tan impor-
tante para la teoŕıa de lenguajes actual y sus aplicaciones. A partir de ah́ı,
el campo de las redes neuronales y el de la teoŕıa de lenguajes comienzan
a tomar caminos separados. De hecho, el segundo acaparó una creciente
atención desde entonces hasta nuestros d́ıas, mientras que el primero quedó
prácticamente olvidado a ráız del trabajo de Minsky y Papert (1969). Sal-
vo algunos trabajos aislados (Werbos 1974), las redes neuronales quedan
relegadas a un segundo plano hasta la llegada de los ochenta.

Las redes neuronales destacan por su estructura fácilmente paraleliza-
ble y por su elevada capacidad de generalización (capacidad de producir
salidas correctas para entradas no vistas durante el entrenamiento). Otras
propiedades interesantes son:

• No linealidad. Una red neuronal puede ser lineal o no lineal. Esta
última caracteŕıstica es muy importante, especialmente si se intenta
modelizar sistemas generados mediante pautas no lineales.

• Adaptabilidad. Las redes neuronales son capaces de reajustar sus pe-
sos para adaptarse a cambios en el entorno. Esto es especialmente útil
cuando el entorno que suministra los datos de entrada es no estacio-
nario, es decir, algunas de sus propiedades vaŕıan con el tiempo.

• Tolerancia ante fallos. Una red neuronal es tolerante ante fallos en el
sentido de que los posibles fallos operacionales en partes de la red solo
afectan débilmente al rendimiento de esta. Esta propiedad es debida
a la naturaleza distribuida de la información almacenada o procesada
en la red neuronal.

2.1.1. Modelo de neurona

En el modelo más habitual de neurona se identifican cinco elementos
básicos para la j-ésima neurona de una red de tiempo discreto:

• Un conjunto de n señales de entrada, zi[t], i = 1, . . . , n, que suminis-
tran a la neurona los datos del entorno; estos datos pueden ser externos
a la red neuronal, pertenecientes a la salida de otras neuronas de la
red, o bien correspondientes a la salida anterior de la propia neurona.
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• Un conjunto de sinapsis, caracterizada cada una por un peso propio
Wji, i = 1, . . . , n. El peso Wji está asociado a la sinapsis que conecta
la unidad i-ésima con la neurona j-ésima.

• Un sesgo Wj cuya presencia aumenta la capacidad de procesamiento
de la neurona y que eleva o reduce la entrada a la neurona, según sea
su valor positivo o negativo.

• Un sumador o integrador que suma las señales de entrada, ponderadas
con sus respectivos pesos, y el sesgo.

• Una función de activación g que suele limitar la amplitud de la salida
de la neurona.

Utilizando la notación definida anteriormente podemos describir la ope-
ración de una neurona mediante la ecuación que determina su activación en
el instante t + 1:

zj [t + 1] = g

(
n∑

i=1

Wjizi[t] + Wj

)
(2.1)

Es habitual, y aśı se hará normalmente en este trabajo, considerar el ses-
go como un peso más de la red y no distinguirlo del resto de pesos sinápticos.
Por tanto, mientras no se diga lo contrario, el término pesos se refiere indis-
tintamente tanto a Wji como a Wj .

La función de activación es la que define finalmente la salida de la neu-
rona. Las funciones de activación más utilizadas habitualmente son las
siguientes:

1. Función identidad. Tiene la forma gI(x) = x y se utiliza cuando no
se desea acotar la salida de la neurona.

2. Función escalón. Adopta la forma

gE(x) =
{

1 x ≥ 0
0 x < 0

(2.2)

y proporciona una salida con dos posibles valores. Es habitual en-
contrársela con el nombre de función de Heaviside.

3. Función loǵıstica. Las funciones sigmoideas son un conjunto de funcio-
nes crecientes, monótonas y acotadas que provocan una transformación
no lineal de su argumento. Una de las más utilizadas es la función
loǵıstica definida por

gL(x) =
1

1 + e−x
(2.3)
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Figura 2.1: Representación gráfica de la función loǵıstica, 1/(1 + e−x), para x
entre −10 y +10.

La función loǵıstica está acotada entre 0 y 1. En la figura 2.1 se
muestra su representación.

4. Función tangente hiperbólica. Otra función sigmoidea es la tangente
hiperbólica:

gT (x) = tanh(x) (2.4)

En este caso, la función está acotada entre −1 y 1. La función loǵıstica
y la tangente hiperbólica se relacionan mediante la ecuación:

tanh(x) =
ex − e−x

ex + e−x
(2.5)

5. Función de base radial. Las más habituales son funciones gaussianas
no monótonas del tipo

gB(x) = exp
(
− x2

2σ2

)
(2.6)

donde σ define la anchura. La función alcanza su valor máximo cuando
la entrada es cero.

2.1.2. Poder computacional

El poder computacional de una única neurona es bastante limitado. Si
consideramos una neurona con función de activación escalón, este poder de
computación puede estudiarse desde dos puntos de vista equivalentes: el de
la clasificación y el de la representación lógica.
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• Clasificación. Dado un conjunto de nP vectores de entrada, cada uno
de n componentes, clasificados como pertenecientes a una de entre dos
clases, una neurona puede (mediante la asignación correcta de valores
a sus pesos y a su sesgo) clasificarlos correctamente2 únicamente si se
cumple la condición de separabilidad lineal : los conjuntos de vectores
pertenecientes a cada clase deben ser separables por un hiperplano en
el espacio nP -dimensional.

• Representación lógica. La fracción de funciones lógicas de n varia-
bles que pueden representarse mediante una neurona con función de
activación escalón decrece con n. Por ejemplo, para n = 1 las 4 po-
sibles funciones (identidad, negación, siempre cierto y siempre falso)
son computables a través de una neurona. Sin embargo, para n = 2 ya
existen dos funciones no computables (la o exclusiva y su negación).

Para n variables, hay un total de 22n
funciones lógicas. El número de

funciones dentro de esas 22n
que son linealmente separables, es decir,

que se pueden implementar con una neurona, NFL(n), no tiene una
expresión exacta para n > 8, aunque la siguiente (Horne y Hush 1996)
permite acotar su valor:

4 · 2n(n−1)/2 ≤ NFL(n) ≤ 2n2+1

n!
(2.7)

que representa una fracción cada vez menor del total de funciones
cuando se aumenta n.

Las limitaciones anteriores se cumplen independientemente de la función
de activación utilizada. Si se interconecta un conjunto de neuronas formando
una red de manera que la salida de algunas de ellas sea entrada de otras
y se utilizan funciones de activación no lineales, pueden superarse estas
limitaciones y las redes neuronales resultantes son capaces de emular la
máquina universal de Turing (Hopcroft y Ullman 1979) y de computar, por
tanto, cualquier función computable (Siegelmann y Sontag 1991). La salida
de algunas de esas neuronas se convierte en la salida de la red neuronal y al
resto de neuronas se las denomina unidades ocultas o de estado.

El problema que surge entonces es cómo determinar el valor de los pesos
y sesgos de la red para poder computar una función determinada. Dado
que el espacio de exploración puede ser enorme, se hace necesario el uso de
heuŕısticas a través de algoritmos de entrenamiento, que no siempre logran
dar con una solución adecuada.

2Si, por ejemplo, se utiliza una función de activación escalón, esta clasificación puede
hacerse asignando el valor de salida 1 a los vectores de una clase y el valor 0 a los de la
otra.
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2.1.3. Topoloǵıas neuronales

La forma en que se interconectan las neuronas de una red neuronal define
un grafo dirigido. Si este grafo es aćıclico, la red se denomina red neuronal
hacia adelante (en inglés, feedforward network) y en el caso de que posea
ciclos, se denomina red neuronal recurrente. En el primer grupo están, entre
otros, los perceptrones, las máquinas de vectores soporte y las redes de
funciones de base radial3 (Haykin 1999).

En el caso de las redes recurrentes, los ciclos existentes tienen un pro-
fundo impacto en la capacidad de aprendizaje de la red y las hacen especial-
mente indicadas para el procesamiento de secuencias temporales; son estas
últimas, las redes recurrentes, las que se usan en esta tesis.

2.2. Redes recurrentes

Además de la ya discutida al comienzo del caṕıtulo 1 (redes de tiempo
continuo y redes de tiempo discreto), otras posibles clasificaciones dividen
las redes neuronales recurrentes en redes de estado continuo o de estado
discreto, según la forma de las funciones de activación empleadas. Según la
forma en que se utilicen, cabe también hablar de redes recurrentes de rela-
jación y de redes recurrentes para el procesamiento temporal. Las primeras
evolucionan durante una serie de iteraciones desde un estado inicial a un
estado normalmente estacionario, momento en el que se consulta la salida
de la red; la salida de las redes usadas para el procesamiento temporal, por
otro lado, se consulta continuamente tras cada iteración.

Entre los grupos anteriores, esta tesis se centra en las redes neuronales
recurrentes de tiempo discreto con funciones de activación continuas apli-
cadas al procesamiento temporal de secuencias. Trabajaremos con sistemas
dinámicos que poseen un estado que cambia conforme se procesa la secuen-
cia de entrada y que proporciona una secuencia de salida a partir de las
activaciones en cada instante de tiempo de las neuronas de salida. Más for-
malmente, una red neuronal recurrente de tiempo discreto (RNR a partir de
ahora) de las que se van a considerar en esta tesis puede verse (Carrasco et al.
2000; Forcada y Gori 2001) como una séxtupla N = (X,U, Y, gX , gY , x0)
donde:

• X = [S0, S1]nX es el espacio de estados de la RNR.4 S0 y S1 son los
valores que definen el rango de salida de las funciones de activación

3Aunque existen también algunos trabajos sobre redes recurrentes de funciones de base
radial (Cid-Sueiro et al. 1994).

4Esta condición puede relajarse para permitir que el intervalo de X sea abierto. La red
LSTM, que veremos en el siguiente caṕıtulo, es un ejemplo de RNR en la que ocurre esto.
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utilizadas en la función siguiente estado y nX es el número de unidades
de estado.

• U = RnU es el espacio de los vectores de entrada y nU el número de
componentes de la entrada.

• Y = [T0, T1]nY es el espacio de salida5 de la RNR. T0 y T1 definen el
rango de salida de las funciones de activación utilizadas en la función
de salida y nY es el número de componentes de los vectores de salida.

• gX : X × U → X es la función de siguiente estado, que computa un
nuevo estado x[t] a partir del estado anterior x[t − 1] y la entrada
actual u[t].

• gY es la función de salida, que habitualmente toma una de las dos
formas siguientes:

1. gY : X × U → Y . La salida y[t] se obtiene a partir del estado
anterior x[t − 1] y la entrada actual u[t]; este tipo de redes se
conocen como máquinas neuronales de estados de Mealy.

2. gY : X → Y . La nueva salida y[t] se obtiene a partir del esta-
do recien alcanzado x[t]; estas redes se conocen como máquinas
neuronales de estados de Moore.

• x0 es el estado inicial de la RNR, es decir, x[0].

En el caṕıtulo 3 se muestran algunas topoloǵıas neuronales de carácter
recurrente; en el caṕıtulo 4 se describen los algoritmos de entrenamiento
más utilizados sobre RNR.

2.3. Aplicación de las redes recurrentes al procesamiento de
secuencias

A continuación se enumeran, siguiendo a Forcada y Gori (2001), algunas
de las tareas relacionadas con el procesamiento de secuencias a las que se
han aplicado las RNR. Los elementos de la siguiente lista no son excluyentes,
es decir, alguna tarea podŕıa englobarse en más de una categoŕıa.

Predicción de series temporales. Esta es una de las aplicaciones más
habituales de las RNR. A partir de la historia pasada de una o más
variables, la red neuronal debe proporcionar una predicción lo más
correcta posible de su valor futuro. La mayor parte de los estudios de

5Si la función de salida no está acotada, el intervalo de Y puede ser abierto.
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este tipo se centran en series económicas (McCluskey 1993) o tomadas
de fenómenos naturales (Aussem et al. 1995), pero hay otras aplicacio-
nes como la continuación de melod́ıas inacabadas (Mozer 1994). Por
otro lado, muchas de las tareas que se indican en los siguientes grupos
y cualquiera de las abordadas en esta tesis pueden enfocarse como una
tarea de predicción.

Procesamiento del lenguaje humano. El análisis sintáctico de frases o
el estudio de regularidades en el lenguaje son algunas de las tareas
relacionadas con el lenguaje humano (escrito) a las que se han aplicado
las RNR (Elman 1990; 1991).

Ecualización de canales digitales. Los efectos del canal sobre la señal
transmitida en comunicaciones digitales pueden hacer que esta sea
irreconocible al llegar al receptor. Se hace necesario, por tanto, el uso
de algún tipo de filtro inverso que deshaga estos efectos y proporcione
una señal similar a la original. Esta tarea de traducción de señales se
conoce normalmente como ecualización y varios trabajos se han acer-
cado a ella con RNR (Kechriotis et al. 1994; Ortiz Fuentes y Forcada
1997; Cid-Sueiro et al. 1994).

Codificación del habla. Existe gran cantidad de técnicas para comprimir
una señal de voz de manera que pueda ser transmitida por un canal
con el menor número de bits por segundo posible (para una calidad
de recepción determinada). Algunas de estas técnicas se basan en
la llamada codificación predictiva; en ella lo que se env́ıa no es la
señal, sino la diferencia entre su valor real y el valor predicho por
un determinado predictor. Si el predictor es bueno, esta diferencia
será pequeña y se necesitarán pocos bits para codificarla. Las RNR
también han sido usadas como predictores para la codificación del
habla (Haykin y Li 1995).

Reconocimiento del habla. El reconocimiento del habla puede conside-
rarse como una tarea de traducción de secuencias (por ejemplo, cuan-
do se asigna una secuencia de fonemas a una secuencia de vectores
acústicos obtenidos mediante el procesamiento de una señal de voz) o
como una tarea de clasificación de secuencias (por ejemplo, al asignar
una palabra a una serie de vectores acústicos). Existen varias referen-
cias que utilizan RNR para el reconocimiento del habla (Robinson y
Fallside 1991).

Inferencia gramatical. Dado un conjunto de cadenas pertenecientes a un
cierto lenguaje, uno de los problemas más estudiados es la inferencia
de un modelo (un autómata finito o una gramática independiente del
contexto, por ejemplo) que describa de manera correcta ese lenguaje.
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Este es posiblemente el campo en el que las RNR han proporciona-
do mejores resultados (Cleeremans et al. 1989; Castaño et al. 1995;
Carrasco et al. 2000).

Control de sistemas. Las RNR pueden ser también entrenadas (Pusko-
rius y Feldkamp 1994) para controlar un sistema real de manera que
su salida siga un determinado patrón temporal.





3. MODELOS

En este caṕıtulo se describen algunos modelos de RNR, haciendo espe-
cial énfasis en aquellos que se van a utilizar en esta tesis. No pretende,
por tanto, ser una recopilación exhaustiva de los distintos tipos de
RNR. Por su relativa novedad y escasa difusión hasta la fecha, se mues-
tra con más detalle el modelo de memorias a corto y largo plazo.

3.1. Modelos recurrentes tradicionales

En este apartado se presentan algunos modelos recurrentes que podemos
considerar “clásicos” (Carrasco et al. 2000), ya que han sido utilizados en
multitud de referencias desde prácticamente los inicios de las RNR.

3.1.1. Redes de primer orden

Una de las topoloǵıas neuronales más utilizadas en este trabajo es la
red recurrente de propagación de errores o red parcialmente recurrente (Ro-
binson y Fallside 1991) de primer orden (RPR), cuya dinámica viene dada
por:

yi[t] = gY (Yi[t]) i = 1, . . . , nY (3.1)

Yi[t] =
nU∑

j=1

W y,u
i,j uj [t] +

nX∑

j=1

W y,x
i,j xj [t− 1] + W y

i (3.2)

xi[t] = gX(Xi[t]) i = 1, . . . , nX (3.3)

Xi[t] =
nU∑

j=1

W x,u
i,j uj [t] +

nX∑

j=1

W x,x
i,j xj [t− 1] + W x

i (3.4)

donde gY y gX son funciones de activación equivalentes a las de la sección 2.2,
nX es el número de neuronas de estado, nU es el número de entradas a la
red y nY es el número de neuronas de salida. Un diagrama de la RPR puede
observarse en la figura 3.1.

A continuación sigue una breve explicación sobre la notación utilizada
para los pesos y sesgos de la red: los supeŕındices indican el cálculo en el que

19
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x[t− 1]

x[t]

u[t]

y[t]

z
−1

Figura 3.1: Esquema de la red parcialmente recurrente de primer orden (Robinson
y Fallside 1991). El bloque etiquetado con z−1 representa un vector de células de
retardo temporal.

x[t− 1]

x[t]

u[t]

y[t]

z
−1

Figura 3.2: Esquema de la red recurrente simple de primer orden (Elman 1990).

está implicado el peso: por ejemplo, W y,u
i,j indica que ese peso contribuye a

determinar la salida y a partir de la entrada u. Por otra parte, W x
i indica que

este peso es un sesgo implicado en el cálculo del estado x. Los sub́ındices
muestran las unidades concretas que se ven afectadas (conectadas) y van
paralelos a los supeŕındices.

Otro tipo de red es la red recurrente simple de primer orden (RRS)
propuesta por Elman (1990), que puede observarse en la figura 3.2 y cuya
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x[t− 1]

x[t]

u[t]

y[t]

z
−1

︷ ︸︸ ︷

Figura 3.3: Esquema de la red totalmente recurrente de primer orden (Williams
y Zipser 1989).

dinámica viene determinada por las ecuaciones:

yi[t] = gY (Yi[t]) i = 1, . . . , nY (3.5)

Yi[t] =
nX∑

j=1

W y,x
i,j xj [t] + W y

i (3.6)

xi[t] = gX(Xi[t]) i = 1, . . . , nX (3.7)

Xi[t] =
nU∑

j=1

W x,u
i,j uj [t] +

nX∑

j=1

W x,x
i,j xj [t− 1] + W x

i (3.8)

La red totalmente recurrente (Williams y Zipser 1989) de primer orden
(RTR) viene descrita por:

yi[t] = xi[t] i = 1, . . . , nY (3.9)

xi[t] = gX




nU∑

j=1

W x,u
i,j uj [t] +

nX∑

j=1

W x,x
i,j xj [t− 1] + W x

i


 (3.10)

normalmente con nX ≥ nY . Un esquema de la RTR se muestra en la
figura 3.3.

Según lo discutido en la sección 2.2, la RRS y la RTR son máquinas de
Moore neuronales y la RPR es una máquina de Mealy neuronal. El estado
de la red se define como x[t].
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3.1.2. Redes de segundo orden

La red recurrente simple de segundo orden (RRS2), utilizada por Ca-
rrasco et al. (1996) y por Blair y Pollack (1997), viene dada por:

yi[t] = gY




nX∑

j=1

W y,x
i,j xj [t] + W y

i


 (3.11)

xi[t] = gX




nX∑

j=1

nU∑

k=1

W x,x,u
i,j,k xj [t− 1]uk[t] + W x

i


 (3.12)

También puede obtenerse una versión de segundo orden (RPR2) de la
RPR. Esta topoloǵıa ha sido utilizada, entre otros, por Omlin y Giles (1996)
y responde a las ecuaciones:

yi[t] = gY




nX∑

j=1

nU∑

k=1

W y,x,u
i,j,k xj [t− 1]uk[t] + W y

i


 (3.13)

xi[t] = gX




nX∑

j=1

nU∑

k=1

W x,x,u
i,j,k xj [t− 1]uk[t] + W x

i


 (3.14)

La red totalmente recurrente de segundo orden (RTR2) propuesta por
Giles et al. (1992) se define a partir de:

yi[t] = xi[t] (3.15)

xi[t] = gX




nX∑

j=1

nU∑

k=1

W x,x,u
i,j,k xj [t− 1]uk[t] + W x

i


 (3.16)

donde, como en la RTR, se suele hacer nX ≥ nY .

Según lo discutido en la sección 2.2, la RRS2 y la RTR2 son máquinas
de Moore neuronales de segundo orden y la RPR2 es una máquina de Mealy
neuronal de segundo orden. El estado de la red se considera, de nuevo,
almacenado en x[t].
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3.1.3. Adición de una ventana temporal

Todos los modelos anteriores de RNR pueden ser ampliados con la in-
corporación a sus entradas de una memoria expĺıcita a corto plazo. De esta
forma, la entrada a la red consistirá en el valor actual u[t] concatenado con
los p− 1 valores anteriores u[t− 1], . . . , u[t− p + 1]. A p se le conoce como
orden de la memoria de entrada u orden de entrada. Una de las primeras
utilizaciones de esta idea (con redes no recurrentes) fue el proyecto NetTalk
(Sejnowski y Rosenberg 1987).

Con esta ampliación, la red recurrente tiene a su disposición de forma
expĺıcita la historia más reciente y puede, en teoŕıa, utilizar el estado para
almacenar información relativa a un pasado más remoto.

Al incorporar una ventana de entradas de orden p la ecuación (3.4), por
ejemplo, se convierte ahora en:

Xi[t] =
nU∑

j=1

p∑

k=1

W x,u
i,j(k)uj [t− k + 1] +

nX∑

j=1

W x,x
i,j xj [t− 1] + W x

i (3.17)

donde se ha utilizado W x,u
i,j(k) para referirse al peso que une uj [t− k + 1] con

la neurona i del estado. Las ecuaciones de las otras redes recurrentes se
modificaŕıan de manera similar.

A efectos prácticos, es aconsejable no alterar las ecuaciones y considerar
que la entrada de la red tiene tamaño n′U = p · nU , además de controlar
esa entrada realizando el desplazamiento de todos los componentes en cada
instante de tiempo para descartar la información más antigua e incorporar
la nueva.

Ya que en esta tesis se pretende estudiar la capacidad de las RNR para
desarrollar per se una representación interna de los contextos de las secuen-
cias procesadas, no se considerarán apenas modificaciones de este tipo, salvo
en el caṕıtulo 9.

3.1.4. Otras redes

Las RNR de primer y segundo orden mostradas hasta ahora pueden
considerarse de estado oculto; el estado de estas redes se almacena en x[t].
Existen otras redes, como la red NARX, que se pueden considerar de estado
visible, ya que su estado es simplemente una combinación de las entradas y
salidas anteriores.
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Además de incorporar a la red las p − 1 entradas anteriores, las redes
NARX1 (Narendra y Parthasarathy 1990) añaden las q salidas anteriores de
la red. Una red NARX con orden de entrada p y orden de salida q viene
definida por las ecuaciones:

yi[t] = gY




nZ∑

j=1

W y,z
i,j zj [t] + W y

i


 (3.18)

zi[t] = gZ




nU∑

j=1

p∑

k=1

W z,u
i,j(k)uj [t− k + 1] +

nY∑

j=1

q∑

k=1

W z,y
i,j(k)yj [t− k] + W z

i




(3.19)

Se ha usado zi para las neuronas intermedias y no xi para evitar confu-
siones, ya que, como se ha comentado, el estado de las NARX no está en
ellas, sino en la ventana de entradas y en la de salidas.

Cuando el estado de la red NARX está formado únicamente por las
entradas anteriores de la red, es decir, cuando q = 0, se obtiene una red de-
nominada tradicionalmente red neuronal de retardos temporales (Sejnowski
y Rosenberg 1987) (TDNN, por el inglés time-delayed neural network).

Por otro lado, si eliminamos el conjunto de neuronas intermedias (con
activaciones zi[t]) de la red NARX para permitir aśı la conexión directa en-
tre la entrada y la salida de la red, y usamos la identidad como función de
activación para gY , obtenemos el modelo de filtro de respuesta de tiempo
infinito al impulso (IIR, por el inglés infinite-time impulse response), am-
pliamente utilizado en teoŕıa de la señal (Oppenheim y Schafer 1989; Proakis
y Manolakis 1998) y cuya ecuación es:

yi[t] =
nU∑

j=1

p∑

k=1

W y,u
i,j(k)uj [t− k + 1] +

nY∑

j=1

q∑

k=1

W y,y
i,j(k)yj [t− k] + W y

i (3.20)

Finalmente, si las consideraciones anteriores se aplican a una red TDNN
(esto es, si se hace q = 0 en la ecuación anterior), se obtiene las ecuaciones
de un filtro de respuesta de tiempo finito al impulso (FIR, por el inglés finite-
time impulse response), también muy usado en teoŕıa la señal (Oppenheim
y Schafer 1989; Proakis y Manolakis 1998):

yi[t] =
nU∑

j=1

p∑

k=1

W y,u
i,j(k)uj [t− k + 1] + W y

i (3.21)

1Aunque aparezca en una sección aparte, la red NARX también puede considerarse
como una red de primer orden.



3.2. MODELO DE MEMORIA A CORTO Y LARGO PLAZO 25

PSfrag replacements

gZ(Z)

φ γ

x

gM (x)

z

1.0

Figura 3.4: Un bloque de memoria con una única celda. La entrada de la celda
se representa con Z, la activación de la compuerta de entrada con φ, la activación
de la compuerta de salida con γ, la activación del CEC con x y la activación global
de la celda con z.

3.2. Modelo de memoria a corto y largo plazo

Para comprender totalmente el modelo de memoria a corto y largo plazo
(LSTM, por el inglés long short-term memory) es fundamental conocer el
problema del gradiente evanescente que las motiva y la manera con la que el
modelo intenta superar este problema. Pero para ello es necesario discutir
previamente ciertos aspectos relativos a los algoritmos de entrenamiento
de RNR y al cálculo del gradiente de la función de error. En el caṕıtulo
siguiente se estudian estos aspectos y, entonces, se introducen los principios
en los que se basa la red LSTM. En este apartado, por tanto, nos limitaremos
a presentar la configuración y las ecuaciones que definen el modelo.

El componente básico del modelo LSTM (Hochreiter y Schmidhuber
1997) es el bloque de memoria, que contiene una o más celdas de memo-
ria, una compuerta de entrada y una compuerta de salida. Las compuertas
son unidades multiplicativas con activación continua (normalmente dentro
del intervalo unidad) y son compartidas por todas las celdas que pertenecen
a un mismo bloque de memoria. Cada celda contiene una unidad lineal con
una conexión recurrente local llamada carrusel de error constante (CEC);
la activación del CEC se conoce como el estado de la celda.

La figura 3.4 muestra uno de estos bloques de memoria con una única
celda; esta figura es útil también para introducir la notación relativa al
modelo que se utilizará a lo largo de la tesis. La figura 3.5 muestra un bloque
de memoria con dos celdas, que comparten las compuertas del bloque.
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PSfrag replacements
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gM (xi1)
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Figura 3.5: El bloque de memoria i-ésimo con dos celdas.

Cada celda recibe como entrada una colección de valores (ponderados
mediante los pesos correspondientes) provenientes de la entrada de la red
y de las salidas de todas las celdas del modelo en el instante anterior. La
compuerta de entrada se encarga de permitir o impedir el acceso de estos
valores al CEC del interior de la celda. La compuerta de salida realiza una
acción similar sobre la salida de la celda, tolerando o reprimiendo la difusión
del estado del CEC al resto de la red.

Los bloques de memoria configuran una red LSTM como puede verse en
la figura 3.6, donde no se indican los sesgos de las distintas neuronas del
modelo. La existencia de las conexiones con pesos W y,u determina la natu-
raleza de la red según lo discutido en 2.2. Aśı, si se permite la existencia de
esta conexión, la red LSTM se puede considerar como una máquina neuronal
de estados de Mealy; si no se permite, la red LSTM puede considerarse como
una máquina neuronal de estados de Moore. El estado de la red LSTM está
formado por las activaciones de las compuertas, el CEC y las celdas de los
bloques de memoria.2

Basándonos en la notación ya introducida, a continuación se describe
brevemente la correspondiente a la red LSTM. Sean nU , nY , nM y nC el
número de neuronas de entrada, salida, bloques de memoria y celdas por
bloque, respectivamente. La entrada en el instante t se denota con u[t] y

2Nótese cómo los valores de algunos componentes del estado, en especial la activación
de los CEC, no están acotados.
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Figura 3.6: Una red LSTM con dos bloques de memoria de dos celdas cada uno.
Solo se muestran algunas conexiones y no se muestran los sesgos.

la salida correspondiente con y[t]. La salida de la j-ésima celda del bloque
i-ésimo se representa con zij [t].

Como ya se vio antes, al representar los pesos, los supeŕındices indican
el cálculo en el que está involucrado el peso en cuestión: el “φ, z” en Wφ,z

indica que el peso se usa para calcular la activación de una compuerta de
entrada (φ) a partir de la de una celda (z); el “γ” en W γ indica que el sesgo
se usa para calcular la activación de una compuerta de salida. Los sub́ındices
indican las unidades particulares afectadas por el peso y van paralelos a los
supeŕındices.

3.2.1. Cálculo de la función de salida

La activación de la compuerta de entrada del i-ésimo bloque de memoria
φi se calcula como:

Φi[t] =
nM∑

j=1

nC∑

k=1

Wφ,z
i,jk zjk[t− 1] +

nU∑

j=1

Wφ,u
i,j uj [t] + W φ

i (3.22)

φi[t] = gC(Φi[t]) (3.23)
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donde gC es la función de activación de todas las compuertas de la red (la
función loǵıstica, si no se dice lo contrario).

La activación de la compuerta de salida se calcula como sigue:

Γi[t] =
nM∑

j=1

nC∑

k=1

W γ,z
i,jk zjk[t− 1] +

nU∑

j=1

W γ,u
i,j uj [t] + W γ

i (3.24)

γi[t] = gC(Γi[t]) (3.25)

El estado interno de la celda de memoria se calcula sumando la entrada
modificada por la compuerta correspondiente con el estado en el instante
anterior t− 1:

xij [t] = xij [t− 1] + φi[t] gZ(Zij [t]) (3.26)

donde gZ es una función de activación (normalmente sigmoidea y acotada)
y:

Zij [t] =
nM∑

k=1

nC∑

l=1

W z,z
ij,kl zkl[t− 1] +

nU∑

k=1

W z,u
ij,k uk[t] + W z

ij (3.27)

con xij [0] = 0 para todo ij. La salida de la celda se calcula ajustando el es-
tado del CEC mediante una nueva función de activación gM y multiplicando
el valor resultante por la activación de la compuerta de salida:

zij [t] = γi[t] gM (xij [t]) (3.28)

Finalmente, si permitimos la conexión directa entre la entrada y las neuronas
de salida, la salida global de la red se calcula mediante:

Yi[t] =
nM∑

j=1

nC∑

k=1

W y,z
i,jk zjk[t] +

nU∑

j=1

W y,u
i,j uj [t] + W y

i (3.29)

yi[t] = gY (Yi[t]) (3.30)

donde gY es, otra vez, una función de activación adecuada.

Los pesos que inciden en las compuertas de entrada y salida se suelen
iniciar de forma que φi[0] y γi[0] estén cerca de 0; de esta manera los bloques
de memoria están desactivados inicialmente y el entrenamiento se centra en
las conexiones directas entre la entrada y las neuronas de salida. Aśı, el
protagonismo de los bloques de memoria va aumentando paulatinamente
conforme el algoritmo de aprendizaje determina su rol.

Finalmente, el número de pesos a ajustar en una red LSTM es (nMnC +
nU + 1)(nY + nMnC + 2nM ).
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Figura 3.7: Un bloque de memoria con una compuerta de olvido con activación λ.

3.2.2. Limitaciones de la red LSTM original

El modelo inicial de la red LSTM (Hochreiter y Schmidhuber 1997) ha si-
do aumentado desde su concepción original para superar algunos problemas
detectados. A continuación, se muestran dos de las principales modificacio-
nes.

Reticencia a olvidar. Cuando la red LSTM presentada hasta ahora se
aplica a tareas de procesamiento de secuencias de longitud arbitrariamente
larga de forma continua, el modelo se vuelve inestable debido a que bajo de-
terminadas circunstancias el estado de los CEC crece indefinidamente (Gers
et al. 2000). Para paliar este problema, se incorpora una tercera compuerta
a los bloques de memoria: la compuerta de olvido.

La compuerta de olvido (Gers et al. 2000) puede rebajar e incluso anular
el estado interno de la celda, esto es, la activación del CEC, cuando sus
contenidos caducan. Estas compuertas permiten que la red LSTM pueda
procesar establemente secuencias de longitud arbitrariamente larga.

La figura 3.7 muestra la nueva imagen de los bloques de memoria con
la adición de la compuerta de olvido. Como ocurŕıa con las compuertas de
entrada y de salida, la compuerta de olvido es compartida por todas las
celdas del bloque.
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La activación de las compuertas de olvido λi se obtiene calculando:

Λi[t] =
nM∑

j=1

nC∑

k=1

W λ,z
i,jk zjk[t− 1] +

nU∑

j=1

W λ,u
i,j uj [t] + W λ

i (3.31)

λi[t] = gC(Λi[t]) (3.32)

Al considerar las compuertas de olvido, la ecuación (3.26) cambia su
forma. El estado interno de la celda de memoria se calcula ahora sumando
la entrada modificada por la compuerta correspondiente y el estado en el
instante anterior t − 1 multiplicado por la correspondiente compuerta de
olvido:

xij [t] = λi[t] xij [t− 1] + φi[t] gZ(Zij [t]) (3.33)

Los pesos de las compuertas de olvido se inicializan normalmente de
manera que λi[0] esté cerca de 1; con esta inicialización, las celdas no olvidan
nada hasta que aprendan cómo olvidar.

Aislamiento del estado. Al modelo base anterior se le ha añadido recien-
temente (Gers y Schmidhuber 2001) una serie de conexiones de mirilla, que
permiten la conexión directa entre el CEC y las compuertas que lo contro-
lan. Aunque la misión de las compuertas es controlar de un modo u otro el
estado de los CEC, el modelo original no permit́ıa que las compuertas pu-
dieran acceder directamente a dicho estado interno; con esta ampliación del
modelo, cada compuerta dispone de una mirilla desde la que poder observar
el interior del bloque de memoria. Estas nuevas conexiones son necesarias,
como veremos, para poder aprender algunas tareas.

La figura 3.8 muestra el bloque de memoria de la figura 3.7 con el añadido
de las conexiones de mirilla. Cada conexión de mirilla tiene un peso asociado
que deberá ser ajustado por el algoritmo de entrenamiento correspondiente.

3.3. Red recurrente en cascada

El último de los modelos que veremos en esta sección es la red neuronal
recurrente en cascada (RNRC), propuesta por Haykin y Li (1995) para rea-
lizar la predicción de la siguiente muestra de una señal de voz. Dado que la
RNRC se ha utilizado únicamente en este tipo de tareas de procesamiento
de señales, describiremos el modelo en este contexto, de manera que la sa-
lida de la red será un único valor y la entrada será la concatenación de las
muestras recientes de la señal, esto es, una ventana temporal de entradas.

Grosso modo, la RNRC puede considerarse como una serie de nM redes
en cascada con pesos compartidos. Todas las redes son RPR, excepto la



3.3. RED RECURRENTE EN CASCADA 31

PSfrag replacements

gZ(Z)

φ γ

x

gM (x)

z

λ

Figura 3.8: Un bloque de memoria con conexiones de mirilla, que conectan el
estado del CEC con cada una de las compuertas.
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Figura 3.9: Esquema de la red recurrente en cascada (Haykin y Li 1995).

nM -ésima, que es una RTR con el mismo número de pesos (véase el aparta-
do 3.1.1). Un esquema de la RNRC se muestra en la figura 3.9.

Teniendo en cuenta que cada módulo de la red puede verse como una
RPR, que los pesos son idénticos para los distintos módulos y las ecuacio-
nes (3.1) a (3.4), la salida del módulo m-ésimo en el instante t viene definida
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por:

y(m)[t] = gY

(
nX∑

i=1

x
(m)
i [t− 1]W y,x

i + v(m)W y,v +
nU∑

i=1

u
(m)
i [t]W y,u

i + W y

)

(3.34)

donde el estado del i-ésimo módulo es:

x
(m)
i [t] = gX




nX∑

j=1

x
(m)
j [t− 1]W x,x

i,j + v(m)W x,v
i +

nU∑

j=1

u
(m)
j [t] W x,u

i,j + W x
i




(3.35)

En lo anterior, gX y gY son funciones de activación y v(m) es la salida
del módulo anterior si m < nM o bien la salida pasada del propio módulo si
m = nM , es decir:

v(m)[t] =
{

y(m+1)[t] m < nM

y(nM )[t− 1] m = nM
(3.36)

El error de la red3 es una combinación lineal de los errores e(m) de cada
uno de los módulos:4

E[t] =
1
2

nM∑

m=1

λm−1
(
e(m)[t]

)2
(3.37)

donde λ es un factor de olvido exponencial en el rango 0 < λ ≤ 1; el inverso
de 1 − λ es una especie de indicador de la memoria de la RNRC. La señal
de error de cada módulo, utilizada en la ecuación anterior es:

e(m)[t] =
(
d(m)[t]− y(m)[t]

)
(3.38)

Al aplicar la red a la predicción de señales numéricas de la forma s[t], se
hace nU = p, donde p es el orden del predictor. Las p muestras de entrada
a cada módulo son:

u
(m)
i [t] = s[t− (m + i− 1)] (3.39)

y la salida deseada del módulo m es:

d(m)[t] = s[t−m + 1] (3.40)

3Como veremos en el siguiente caṕıtulo, el error es utilizado por los algoritmos de
entrenamiento para ajustar los pesos de la red neuronal.

4Nótese que el supeŕındice de λ es en este caso un exponente.
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De esta manera la salida y(m)[t] se puede interpretar como una estimación
del valor de la señal en el instante t−m + 1 y, por tanto:

y(1) = ŝ[t] (3.41)

La salida del primer módulo es la predicción global del sistema.





4. ENTRENAMIENTO

Una vez seleccionado el modelo neuronal con el que resolver un de-
terminado problema, surge la cuestión de cómo deteminar el valor de
los pesos de la red que permiten resolverlo con éxito. Los algoritmos
de entrenamiento se encargan de intentar encontrar esta configuración
correcta. En este caṕıtulo se muestran algunos de los más utilizados
con RNR, principalmente el descenso por el gradiente y el filtro de
Kalman extendido desacoplado. Ambos se basan en el cálculo de la
derivada de la función de error; dos son las formas más habituales de
obtener estas derivadas: el aprendizaje recurente en tiempo real y la
retropropagación a través del tiempo.

4.1. Algoritmos de entrenamiento supervisado

Cuando se desea resolver una determinada tarea con la ayuda de una
RNR, lo primero que se debe considerar es el tipo de red que se va a utilizar.
La elección no es trivial: hay problemas que se resuelven aceptablemente
bien con un tipo de red, pero que son muy dif́ıciles (o imposibles) de resolver
con otro.

El número de entradas y de neuronas de salida vienen determinados por
la naturaleza de la tarea a resolver, por el tipo de secuencias a procesar o por
la codificación utilizada para sus elementos. Otros valores como el número de
neuronas de estado o el orden de entrada o salida deberán ser determinados
tras experimentar con distintas combinaciones o usar los ĺımites dados en la
teoŕıa para algunos tipos de tarea.1

A continuación debe entrenarse la red para ajustar sus parámetros libres
(los pesos habitualmente). Atendiendo a la forma en que se presentan los
datos, los algoritmos de aprendizaje pueden dividirse en dos categoŕıas:

1Por ejemplo, un autómata finito determinista puede codificarse sobre una RRS con
nX = |Q||Σ| neuronas de estado (Carrasco et al. 2000). Si estamos intentando que una
RRS aprenda un lenguaje regular a partir de ejemplos, podemos hacer una estimación de
|Q| y utilizarlo para calcular el valor de nX .

35
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• Entrenamiento supervisado. En este tipo de algoritmos la red neuro-
nal cuenta con el apoyo externo de un “maestro” que informa de la
corrección de la salida producida por la red de acuerdo con la salida
considerada correcta.

• Entrenamiento no supervisado. En este caso no existe tal maestro y
la red neuronal debe extraer sin ayuda caracteŕısticas de los datos que
se le suministra.

Este trabajo se centra en el uso de RNR para la predicción del siguiente
elemento de distintas secuencias; por ello, todos los algoritmos de aprendi-
zaje estudiados serán supervisados. Durante el entrenamiento, la entrada
al algoritmo será una representación del elemento actual (o del actual y de
algunos de los anteriores, si se utiliza una ventana temporal de entradas) y
la salida deseada será la representación del siguiente elemento.

Para entrenar la RNR de forma supervisada se necesita normalmente
algún tipo de medida del error E[t] que describa la adecuación de la sali-
da proporcionada por la red al valor deseado. Los parámetros se ajustan
intentando minimizar este error.

La función de error más habitual es la función de error cuadrático, defi-
nida para el instante t como:

E[t] =
1
2

nY∑

i=1

(di[t]− yi[t])
2 (4.1)

donde di[t] es la salida deseada u objetivo para la i-ésima neurona de salida
en el instante t e yi[t] es la salida correspondiente de la red.

Una posible forma de encontrar la solución que minimice el valor del error
es la búsqueda exhaustiva sobre todas las posibles combinaciones de valores
de los pesos (o sobre un conjunto finito lo suficientemente significativo de
posibles valores). Evidentemente, esta forma de resolución es intratable
en la mayoŕıa de los casos. Si el problema a aprender es sencillo, puede
que una estrategia basada en generar aleatoriamente conjuntos de valores
para los pesos funcione (Schmidhuber y Hochreiter 1996). En general, sin
embargo, se hace necesaria la utilización de algún tipo de heuŕıstica que
recorte el espacio de soluciones a explorar; esta es la labor de los algoritmos
de entrenamiento.

4.1.1. Aprendizaje en ĺınea y fuera de ĺınea

Supongamos una red neuronal que se está utilizando para el procesa-
miento de secuencias. Si la red se aplica a la clasificación de secuencias, por
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ejemplo, el conjunto de entrenamiento contendrá una serie de secuencias
cuya clasificación es conocida de antemano. El algoritmo de entrenamiento
debe conseguir que la red “aprenda” estas clasificaciones. Otras veces puede
quererse que la red procese una única secuencia en tiempo real.

En algunos casos, la red neuronal se somete a una fase de entrenamiento,
tras la cual sus pesos se congelan. Durante esta fase a la red se le presentan
(normalmente más de una vez) los datos del llamado conjunto de entrena-
miento. A continuación, esta red neuronal se evalúa sobre un nuevo conjunto
de datos para determinar la corrección del aprendizaje.

En otros casos, las fases de entrenamiento y evaluación no están tan
claramente separadas y la salida de la red se usa simultáneamente como
punto de referencia para cambiar los pesos y como producto utilizado en la
resolución de la tarea en cuestión.

Cada tipo de procesamiento requiere una estrategia de aprendizaje dis-
tinta. Según la forma de actualizar los parámetros libres (pesos y sesgos,
normalmente) de la red neuronal, los algoritmos de entrenamiento supervi-
sado pueden dividirse en las siguientes cuatro clases:

• Entrenamiento en ĺınea. Puede subdividirse en:

– En ĺınea por elementos o en ĺınea puro. Este tipo de algoritmo
se utiliza cuando se pretende que la red trabaje en tiempo real,
dando una salida lo más correcta posible a los elementos de la se-
cuencia suministrados en cada instante. Es habitual en este caso
no distinguir las fases de entrenamiento y evaluación. Se consi-
dera una función de error instantáneo y los pesos se actualizan
inmediatamente después de considerar cada elemento.
Este tipo de entrenamiento se hace especialmente necesario al
tratar con entornos no estacionarios en los que las estad́ısticas de
las fuentes de datos cambian con el tiempo.

– En ĺınea por secuencias. En este caso, los pesos se siguen ajus-
tando tras el procesamiento de cada elemento, pero, además, se
permite reiniciar el estado de la red en momentos determinados
del entrenamiento, normalmente al final de cada secuencia.

• Entrenamiento fuera de ĺınea. Los algoritmos pertenecientes a este
tipo de entrenamiento pueden a su vez subdividirse en:

– Fuera de ĺınea por secuencias. La actualización de los pesos rea-
lizada por el algoritmo se lleva a cabo tras la presentación de
cada secuencia. La función de error considera todos los errores
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instantáneos cometidos sobre cada uno de los elementos de la
secuencia.

– Fuera de ĺınea por épocas o por lotes. Los pesos se actualizan
una vez presentadas todas las secuencias, es decir, únicamente
después de ver todo el conjunto de entrenamiento, periodo que
se denomina época. La función de error considera, por tanto, los
errores cometidos sobre todo ese conjunto.

4.2. Predicción numérica con redes recurrentes

La forma de utilizar una RNR para la predicción del siguiente elemento
de una secuencia numérica es aparentemente sencilla: la muestra s[t] se
introduce en las entradas de la RNR (directamente con su valor o bien con
un valor normalizado sobre un determinado rango) y se computa con ella la
salida correspondiente y[t]. Esta salida se considera como una estimación
del valor de la siguiente muestra de la señal, esto es, y[t] = ŝ[t+1], con lo que
el valor de la salida deseada usado en la función de error es d[t] = s[t + 1].

La función de activación de las neuronas de salida debe ajustarse ade-
cuadamente al rango de posibles valores de la señal.

4.3. Predicción simbólica con redes recurrentes

El caso de predicción sobre secuencias simbólicas es un poco más elabo-
rado. Consideremos que tenemos un alfabeto Σ = {σ1, . . . , σ|Σ|} a partir
del cual se generan secuencias temporales de la forma s[1], . . . , s[t], . . . , s[L].
Para predecir el siguiente śımbolo de la secuencia con una RNR debemos
determinar varias cosas: cómo se representa cada uno de los śımbolos de Σ
y cómo se realiza el entrenamiento de la red para esta tarea.

La forma más habitual de codificar los distintos śımbolos σi ∈ Σ para
su procesamiento por una RNR es la denominada codificación exclusiva. En
ella, todos los śımbolos se codifican mediante vectores unitarios de tamaño
|Σ|, de forma que la representación del śımbolo σi en un espacio [0, 1]|Σ| se
obtiene a través de la función de codificación:

CΣ : Σ −→ [0, 1]|Σ| (4.2)

en la que el j-ésimo componente de la imagen es:

(CΣ(σi))j = δi,j σi ∈ Σ, j = 1, . . . , |Σ|
y donde δ es la función delta de Kronecker, definida como:

δi,j =
{

1 si i = j
0 en otro caso

(4.3)
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Es decir, el śımbolo σi se representa mediante un vector unitario en el que to-
dos los componentes excepto el i-ésimo son cero. Cada śımbolo se representa
con el mismo vector durante todo el entrenamiento.

Cuando se entrena una RNR para predecir las probabilidades del si-
guiente śımbolo de una secuencia, en el instante t se alimenta la red con la
entrada:

u[t] = CΣ(s[t]) (4.4)

y la salida obtenida yi[t] se puede interpretar (como veremos a continua-
ción), después de normalizarla para que todos sus componentes sumen uno,
como la probabilidad de que el siguiente śımbolo de la secuencia sea σi.2

Para reajustar los pesos de la red, se considera como salida deseada para el
algoritmo de entrenamiento supervisado:

d[t] = CΣ(s[t + 1]) (4.5)

Cuando la codificación exclusiva se aplica a las entradas, el número de
entradas es nU = |Σ|, y puede considerarse que cada śımbolo selecciona una
determinada dinámica de la red. Al aplicar este tipo de codificación también
a las salidas deseadas, el número de neuronas de salida es nY = |Σ|.

4.3.1. Convergencia

A continuación se demuestra que en el caso de que el entorno sea es-
tacionario, el entrenamiento se haga fuera de ĺınea por épocas (es decir, se
consideren todos los datos disponibles antes de reestimar los parámetros)
y se utilice una función de error cuadrático, el mı́nimo de esta se produce
cuando la salida yi[t] de la red es la probabilidad condicionada de obtener σi

después de haber visto todos los śımbolos de la secuencia hasta el instante t
(Kremer 1997).

En efecto, la contribución al error total debida al śımbolo s[t] de una
de las secuencias viene dada, si consideramos la función de error cuadrático
(4.1), por:

1
2

nY∑

i=1

(di[t]− yi[t])2 (4.6)

donde la salida deseada d[t] es la codificación exclusiva del śımbolo s[t + 1].
El error asociado a la neurona de salida i-ésima es, por tanto, (1 − yi)2 si
s[t + 1] = σi e y2

i en caso contrario.
2En las tareas de predicción el alfabeto de entrada y el de salida suele ser el mismo.
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Supongamos que N secuencias de la muestra de entrenamiento tienen
el prefijo v = s[1], s[2], . . . , s[t] en común y que de ellas n continúan con el
śımbolo σi y N−n con un śımbolo distinto de Σ−{σi}. Si estas N secuencias
comparten el mismo prefijo v, significa que el mismo estado x[t] y, por tanto,
la misma salida y[t] serán obtenidos exactamente N veces durante una época
en el contexto de v. Entonces, puede considerarse el error acumulado debido
al prefijo v como:

n(1− yi[t])2 + (N − n)(yi[t])2 (4.7)

Derivando la ecuación anterior con respecto a yi[t], obtenemos:

−2n(1− yi[t]) + 2(N − n)yi[t] (4.8)

La segunda derivada es 2N > 0. Luego el mı́nimo se obtiene cuando yi[t] =
n/N , es decir, cuando el valor predicho por la red neuronal para el śımbolo
σi tras leer el prefijo v coincide con la frecuencia relativa con que σi sigue a
v. Un buen algoritmo de entrenamiento debeŕıa descubrir este mı́nimo.

En el caso del aprendizaje en ĺınea se puede constatar emṕıricamente
que las salidas tienden a valores cercanos a las probabilidades reales, aun-
que la propia naturaleza temporal del entrenamiento no permite demostrar
una convergencia eventual como en el caso anterior. Las dos principales su-
posiciones de la discusión anterior que no se mantienen en el entrenamiento
en ĺınea son:

1. Como los pesos se ajustan de forma continua, las N apariciones del
prefijo v no resultarán en el mismo estado y en la misma salida de la
red.

2. La función de error ya no es global y la existencia de unos mı́nimos
adecuados ya no es demostrable, al menos no de forma tan sencilla
como en el caso del aprendizaje fuera de ĺınea.

El entrenamiento en ĺınea puede ser preferible en ocasiones, ya que suele
provocar una reducción en el tiempo de aprendizaje con respecto a las es-
trategias fuera de ĺınea y, además, es idóneo para entornos no estacionarios.
Elman (1990) conjeturó que la RRS debeŕıa desarrollar representaciones in-
ternas de las propiedades temporales de las secuencias de entrada. Aunque
aśı ocurre de hecho, el entrenamiento usado en su art́ıculo era en ĺınea y,
como ya hemos comentado, la falta de un modelo teórico completo para este
tipo de aprendizaje hace dif́ıcil demostrar algún tipo de equivalencia “en el
ĺımite” con el aprendizaje fuera de ĺınea.
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4.4. Métodos basados en derivadas

Los algoritmos de entrenamiento modifican los parámetros configurables
de la red3 intentando minimizar la medida de error E; es un problema
complejo de optimización sin restricciones para el que es necesario aplicar
criterios heuŕısticos.

Los principales algoritmos de entrenamiento se basan en el cálculo del
gradiente de la función de error, esto es, de la derivada de la función de
error con respecto a los distintos parámetros ajustables de la red. Se trata
de intentar encontrar el mı́nimo de la función de error mediante la búsqueda
de un punto donde el gradiente se anule.4

Una de las variantes basadas en el gradiente más utilizadas es el descenso
por el gradiente. En él los sucesivos ajustes realizados a los parámetros se
hacen de forma individual para cada uno de ellos, digamos Wi, en sentido
opuesto al vector de gradiente ∂E[n]/∂Wi[n]:

Wi[n + 1] = Wi[n]− α
∂E[n]
∂Wi[n]

(4.9)

donde α es un parámetro conocido como tasa de aprendizaje, que ha de
tomar un valor convenientemente pequeño. Al pasar de la iteración5 n a la
n + 1, el algoritmo aplica la corrección:

∆Wi[n] = Wi[n + 1]−Wi[n] = −α
∂E[n]
∂Wi[n]

(4.10)

Puede demostrarse (Haykin 1999) que para valores positivos muy pe-
queños de la tasa de aprendizaje y funciones de error globales, la formulación
del algoritmo de descenso por el gradiente permite que la función de error
decrezca en cada iteración. La tasa de aprendizaje α tiene, por tanto, una
enorme influencia en la convergencia del método de descenso por el gradien-
te. Si α es pequeña, el proceso de aprendizaje se desarrolla suavemente, pero
la convergencia del sistema a una solución estable puede llevar un tiempo
excesivo. Si α es grande, la velocidad de aprendizaje aumenta, pero exis-
te el riesgo de que el proceso de aprendizaje diverja y el sistema se vuelva
inestable.

Es habitual añadir un término de momento (Plaut et al. 1986; Rumelhart
et al. 1986) a (4.10) que en ocasiones puede acelerar el aprendizaje y reducir

3Normalmente los pesos de la red, aunque también pueden considerarse otros elementos
como el estado inicial x[0] (Bulsari y Saxén 1995; Forcada y Carrasco 1995).

4Esta condición es necesaria, pero no suficiente debido a la existencia de mı́nimos
locales, máximos o puntos de silla; de ah́ı el carácter heuŕıstico del método.

5El momento preciso de la actualización de los parámetros depende del carácter en
ĺınea o fuera de ĺınea del entrenamiento.
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el riesgo de que el algoritmo se vuelva inestable. La nueva ecuación de
actualización del parámetro ajustable Wi tiene la forma:

∆Wi[n] = Wi[n + 1]−Wi[n] = −α
∂E[n]
∂Wi[n]

+ γ∆Wi[n− 1] (4.11)

donde α es la tasa de aprendizaje y γ es la constante de momento.

El efecto del momento es el siguiente: si la derivada parcial del error
tiene el mismo signo algebraico durante varias iteraciones seguidas (lo que
indicaŕıa que se está descendiendo por una “ladera”), el término ∆Wi[n] irá
creciendo y el incremento del parámetro será mayor; si la derivada parcial
cambia de signo constantemente (indicación de que el algoritmo se encuentra
en una zona complicada), el valor de ∆Wi[n] se va reduciendo y el parámetro
se ajusta de forma más precisa.

Existen otros métodos de optimización más sofisticados (por ejemplo,
métodos que consideran la información suministrada por las derivadas de
segundo orden6), que, en general, proporcionan mejores resultados que el
descenso por el gradiente, a veces simplemente con una leve modificación.
Algunos de ellos son el método de Newton, el algoritmo de Levenberg-
Marquardt o el método de los gradientes conjugados (Shepherd 1997). Todos
ellos han sido utilizados abundantemente sobre redes no recurrentes y esca-
samente con redes recurrentes (Chang y Mak 1999; Chan y Szeto 1999).

A continuación veremos tres algoritmos de entrenamiento que se basan
en el cálculo del gradiente. Los dos primeros, el aprendizaje recurrente en
tiempo real y la retropropagación a través del tiempo, de hecho, usan el
descenso por el gradiente y se pueden considerar más bien como formas
distintas de calcular el valor de la derivada correspondiente. El tercero
de ellos, el filtro de Kalman extendido desacoplado, usa de un modo más
elaborado que el descenso por el gradiente las derivadas de la función de
error, calculadas de cualquiera de las dos formas anteriores.

4.5. Aprendizaje recurrente en tiempo real

Como ya se ha dicho al final del apartado anterior, el aprendizaje re-
currente en tiempo real (RTRL, por el inglés real-time recurrent learning)
(Williams y Zipser 1989) se considerará aqúı como una forma de calcular las
derivadas parciales de la función de error, aunque algunos autores se refieren
a él como un algoritmo de entrenamiento per se al combinarlo con el ajuste
de pesos realizado con el descenso por el gradiente.

6En cualquier caso, los métodos de segundo orden no evitan el problema de los mı́nimos
locales.



4.5. APRENDIZAJE RECURRENTE EN TIEMPO REAL 43

Con un ejemplo es más sencillo entender la forma de calcular las deriva-
das en RTRL.

4.5.1. Ejemplo de cálculo de las derivadas del error

En este apartado se derivarán las ecuaciones de RTRL para una RRS,
cuya dinámica viene definida por las ecuaciones (3.5) a (3.8). La derivación
de las ecuaciones para otros tipos de redes recurrentes suele ser muy similar
a la de la RRS.

Consideremos una función de error cuadrático como la de (4.1). Aplican-
do la regla de la cadena y considerando un parámetro ajustable cualquiera,
se tiene que:

∂E[t]
∂¤ = −

nY∑

l=1

(dl[t]− yl[t])
∂yl[t]
∂¤ (4.12)

En lo anterior, la derivada ∂yl[t]/∂¤ depende del parámetro concreto consi-
derado. A continuación se dan las expresiones de estas derivadas para todos
los pesos y sesgos de la red:7

∂yl[t]
∂W y

i

= g′Y (Yl[t]) δl,i (4.13)

∂yl[t]
∂W y,x

i,j

= g′Y (Yl[t])xj [t]δl,i (4.14)

∂yl[t]
∂W x

j

= g′Y (Yl[t])
nX∑

i=1

W y,x
l,i

∂xi[t]
∂W x

j

(4.15)

∂yl[t]
∂W x,u

j,k

= g′Y (Yl[t])
nX∑

i=1

W y,x
l,i

∂xi[t]
∂W x,u

j,k

(4.16)

∂yl[t]
∂W x,x

j,k

= g′Y (Yl[t])
nX∑

i=1

W y,x
l,i

∂xi[t]
∂W x,x

j,k

(4.17)

7La derivada de la función loǵıstica es gL(x)(1 − gL(x)). La derivada de la función
tangente hiperbólica es 1− g2

T (x).
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Para la derivación de las ecuaciones anteriores debe tenerse en cuenta
las siguientes expresiones:

∂W y
i

∂W y
j

= δi,j (4.18)

∂W y,x
i,j

∂W y,x
k,l

= δi,k δj,l (4.19)

∂W x
i

∂W x
j

= δi,j (4.20)

∂W x,u
i,j

∂W x,u
k,l

= δi,k δj,l (4.21)

∂W x,x
i,j

∂W x,x
k,l

= δi,k δj,l (4.22)

donde la función δi,j es la delta de Kronecker, ya definida en (4.3).

Las derivadas del estado xi[t] de las ecuaciones (4.15) a (4.17) son recu-
rrentes en RTRL como resultado de la propia recurrencia de la red:

∂xi[t]
∂W x

j

= g′X(Xi[t])

(
δi,j +

nX∑

k=1

W x,x
i,k

∂xk[t− 1]
∂W x

j

)
(4.23)

∂xi[t]
∂W x,u

j,k

= g′X(Xi[t])

(
uk[t]δi,j +

nX∑

m=1

W x,x
i,m

∂xm[t− 1]
∂W x,u

j,k

)
(4.24)

∂xi[t]
∂W x,x

j,k

= g′X(Xi[t])

(
xk[t− 1]δi,j +

nX∑

m=1

W x,x
i,m

∂xm[t− 1]
∂W x,x

j,k

)
(4.25)

La implementación de un algoritmo de descenso por el gradiente a partir
de estas ecuaciones es sencilla.

4.6. Retropropagación en el tiempo

Al igual que hicimos con RTRL, consideraremos la retropropagación a
través del tiempo (BPTT, por el inglés backpropagation through time) (Ru-
melhart et al. 1986; Williams y Peng 1990) como una forma de calcular las
derivadas parciales de la función de error con respecto a los parámetros ajus-
tables de la red, aunque hay autores que denominan BPTT a la combinación
de lo anterior con el descenso por el gradiente.

Al calcular las derivadas parciales en BPTT se asume que el comporta-
miento temporal de la RNR puede ser desplegado en el espacio en forma de
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Figura 4.1: Una RRS desplegada en el instante t según BPTT.

red hacia adelante. Es posible aplicar entonces el conocido algoritmo de re-
tropropagación (Rumelhart et al. 1986) para calcular las derivadas parciales
de este tipo de redes.

El despliegue de la RNR hace que la red hacia adelante (red extendida)
vaya creciendo una y otra vez tras cada instante de tiempo. Aśı, suponiendo
una RRS, las unidades de entrada y las unidades de estado del instante
t se convierten en dos nuevas capas en la red extendida; las unidades de
entrada y las unidades ocultas del instante t−1 se convierten también en dos
nuevas capas de la red extendida; y aśı sucesivamente hasta llegar al primer
instante de tiempo. Como realmente solo existe un conjunto de unidades de
entrada y de unidades ocultas, los pesos equivalentes en las distintas capas
virtuales han de tener idéntico valor. El algoritmo de retropropagación
permite obtener la contribución al error total de cada una de las versiones
de los pesos, pero a la hora de actualizarlos debe considerarse la suma de
las contribuciones de los pesos equivalentes. En la figura 4.1 se muestra la
red desplegada utilizada en el instante t.
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Cuando el entrenamiento es por secuencias, el tamaño de cada secuencia
determina el de la red extendida; en el caso de una secuencia de longitud
relativamente extensa, las necesidades temporales y espaciales del algoritmo
creceŕıan linealmente conforme la red fuera procesando las entradas. Por
ello, en estos casos, la historia de la red se trunca y se considera irrelevante
cualquier información anterior a t0 instantes de tiempo. El valor t0 se conoce
como umbral de truncamiento y la técnica resultante como BPTT truncada.

4.6.1. Ejemplo de cálculo de las derivadas del error

En este apartado se deriva las ecuaciones de BPTT para una RRS con
la dinámica definida por las ecuaciones (3.5) a (3.8), y que desplegada en el
tiempo tiene el aspecto de la figura 4.1. La red neuronal de esa figura es una
red no recurrente con lo que las derivadas de la función de error serán las
mismas que las calculadas con la técnica de retropropagación (Rumelhart
et al. 1986), de la que no mostraremos aqúı los detalles. Si se utiliza el
descenso por el gradiente, el algoritmo se limita a actualizar cada peso (no
se muestran las ecuaciones de los sesgos) mediante la llamada regla delta
generalizada como sigue:

∆W y,x
i,j [t] = α δY

i [t] xj [t] (4.26)

∆W x,x
i,j [t] = α

t∑

τ=1

δX
i [τ ] xj [τ − 1] (4.27)

∆W x,u
i,j [t] = α

t∑

τ=1

δX
i [τ ] uj [τ ] (4.28)

donde la señal de error δY y la señal de error retropropagada δX se definen
a partir de:

δY
i [t] =

∂E[t]
∂Yi[t]

(4.29)

δX
i [t] = g′X(Xi[t])

nY∑

j=1

δY
j [t]W y,x

j,i (4.30)

y para 1 ≤ τ < t,

δX
i [τ ] = g′X(Xi[τ ])

nX∑

j=1

δX
j [τ + 1]W x,x

j,i (4.31)

La señal de error retropropagada puede verse como un emisario del pre-
sente t que viaja hacia atrás en el tiempo para influir en el pasado de forma
que este contribuya en mayor medida a los acontecimientos que se deseaŕıa
haber observado en el presente.
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4.7. Filtros de Kalman

El filtro de Kalman (Kalman 1960) sirve para estimar el estado de un
determinado sistema dinámico lineal cuyo modelo no es completamente co-
nocido y al que se accede a través de un proceso de medición que también
posee un cierto nivel de ruido. El filtro permite utilizar la información
incompleta del modelo para mejorar de forma recursiva la estimación del
estado del sistema proporcionada por la medición. Por otro lado, el filtro
de Kalman extendido es una adaptación del anterior que permite trabajar
sobre sistemas no lineales.

El filtro de Kalman ha sido objeto de un gran número de investigaciones
y aplicaciones en multitud de áreas como la navegación maŕıtima, la instru-
mentación en centrales nucleares o la visión artificial. Aqúı nos centraremos
en su aplicación al entrenamiento supervisado de redes neuronales.

Normalmente, los algoritmos de descenso por el gradiente son menos
rápidos de lo deseado debido a que solo utilizan la última estimación del
gradiente: las derivadas de la función de error solo toman en cuenta la
distancia entre la salida actual y la correspondiente salida deseada sin usar
a la hora de actualizar los parámetros ninguna información sobre la historia
anterior del entrenamiento.

El filtro de Kalman extendido desacoplado (Puskorius y Feldkamp 1994;
Haykin 1999) se basa en el filtro de Kalman extendido para superar la limi-
tación anterior y considerar el entrenamiento como un problema de filtrado
óptimo en el que se encuentra recursivamente una solución al problema de
los mı́nimos cuadrados.8 En todo momento se utiliza toda la información
suministrada a la red hasta el instante actual, incluidas todas las derivadas
calculadas desde la primera iteración del proceso de aprendizaje. Sin em-
bargo, el algoritmo funciona de tal modo que solo es necesario almacenar
expĺıcitamente los resultados de la última iteración.

8El problema de los mı́nimos cuadrados consiste en encontrar la curva que mejor apro-
xima un conjunto de datos determinado de manera que se minimice la distancia media
entre los datos y la curva.
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4.7.1. El filtro de Kalman

El filtro de Kalman (1960) (FK) intenta estimar el estado9 w[t] ∈ Rn de
un sistema dinámico lineal de tiempo discreto gobernado por la ecuación:

w[t + 1] = Aw[t] + Bu[t] + ω[t] (4.32)

donde u[t] es la entrada del sistema, con una medición d[t] ∈ Rm que es:

d[t] = Hw[t] + ν[t] (4.33)

donde A, B y H son conocidas. Las variables aleatorias ω[t] y ν[t] repre-
sentan el ruido del proceso y de la medición, respectivamente. Se asume
que se trata de ruido blanco10 de media cero y con matrices de covarianza
diagonales Q[t] y R[t]:

〈ω[t]ωT [t]〉 = Q[t] (4.34)
〈ν[t]νT [t]〉 = R[t] (4.35)

En cada paso el filtro proyecta la estimación del estado actual y de la
covarianza actual hacia adelante en el tiempo para obtener una estimación
a priori para el siguiente paso. Después utiliza los resultados de la medición
real para mejorar esta estimación y obtener una estimación a posteriori.
Este proceso también puede verse como un ciclo de predicción y corrección.

Sea ŵ−[t] la estimación a priori del estado en el instante t a partir del
conocimiento anterior al paso t:

ŵ−[t] = Aŵ[t− 1] + Bu[t− 1] (4.36)

La estimación a posteriori del estado, ŵ[t], se obtiene como una combi-
nación lineal de la estimación a priori ŵ−[t] y la diferencia ponderada entre
la medición real d[t] y una predicción de la medida Hŵ−[t]:

ŵ[t] = ŵ−[t] + K[t](d[t]−Hŵ−[t]) (4.37)

La expresión (d[t]−Hŵ−[t]) se denomina residuo o innovación de la medida
y refleja la discrepancia entre la medición predicha y la real.

9Es importante destacar que la noción de estado utilizada en este apéndice es diferente
a la del resto del trabajo (normalmente, como los valores de activación de las unidades
recurrentes de una RNR); por ello, para evitar confusiones, la notación utilizada en este
apéndice para el estado es w[t] y no x[t] como es habitual en la bibliograf́ıa sobre el tema.

10El espectro del ruido blanco es continuo y uniforme sobre una determinada banda de
frecuencia.
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Consideremos ahora los errores de la estimación a priori y de la estima-
ción a posteriori :

e−[t] = w[t]− ŵ−[t] (4.38)

e[t] = w[t]− ŵ[t] (4.39)

La covarianza a priori del error de estimación es:

〈e−[t] (e−[t])T〉 = P−[t] (4.40)

y a posteriori :

〈e[t] (e[t])T〉 = P [t] (4.41)

La matriz de ganancia K se elige de manera que se minimice la covarianza
del error a posteriori (4.41). Una posibilidad es:

K[t] = P−[t]HT
(
HP−[t]HT + R[t]

)−1 (4.42)

Debido al ruido, la ecuación (4.36) tiene asociada una covarianza del
error a priori que se calcula mediante:

P−[t] = AP [t− 1]AT + Q[t] (4.43)

La covarianza del error a posteriori se obtiene de:

P [t] = (I −K[t]H)P−[t] (4.44)

Un ciclo del algoritmo consiste en evaluar, por este orden, las ecuaciones
(4.36), (4.43), (4.42), (4.37) y (4.44). La naturaleza recursiva del filtro
hace que la estimación del estado del sistema esté en función de todas las
mediciones del pasado pero sin tenerlas que considerar expĺıcitamente.

El rendimiento del filtro puede mejorarse mediante el control de las ma-
trices Q[t] y R[t]. Estas matrices pueden fijarse antes del funcionamiento
del filtro o pueden ir cambiándose dinámicamente. Aśı, R[t] tendrá que ser
ajustada en función de nuestra confianza en el mecanismo responsable de la
medición. Por otra parte, con Q[t] se puede modelizar nuestra incertidum-
bre en el modelo (4.32); a veces, un modelo aproximado o incluso alejado
del real puede ser útil si se introduce suficiente ruido en la matriz Q[t].
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4.7.2. El filtro de Kalman extendido

Normalmente, el proceso a estimar o la ecuación de medición son no
lineales. Debe hacerse, por tanto, una aproximación a este caso. Un filtro
de Kalman que linealiza en torno a la media y a la covarianza actual se
denomina un filtro de Kalman extendido (FKE).11

Ahora el proceso vuelve a tener un vector de estado w[t] ∈ Rn, pero la
ecuación que lo gobierna es:

w[t + 1] = f(w[t], u[t]) + ω[t] (4.45)

con una medición d ∈ Rm que es:

d[t] = h(w[t]) + ν[t] (4.46)

donde las variables aleatorias ω[t] y ν[t] representan, como antes, el ruido
de media cero del proceso y de la medida, respectivamente (con matrices de
covarianza Q[t] y R[t]). Las funciones f y h son funciones no lineales que
relacionan el estado en el instante t con el estado en el instante t + 1 y con
la medición d[t], respectivamente.

Mediante la linealización de las ecuaciones de estado y de medición se
llega a una serie de ecuaciones equivalentes a las del caso lineal (véase, por
ejemplo, el texto de Welch y Bishop (2002) para más detalles). Aśı, la
estimación a priori del estado (4.36) se aproxima ahora haciendo:

ŵ−[t] = f(ŵ[t− 1], u[t− 1]) (4.47)

y la covarianza del error a priori (4.43) se calcula con:

P−[t] = A[t− 1]P [t− 1](A[t− 1])T + W [t− 1]Q[t− 1](W [t− 1])T (4.48)

donde A y W son matrices nuevas. La matriz A se define ahora como la
matriz de derivadas parciales (jacobiano) de f respecto al estado:

A[t] =




∂f1

∂w1
[t]

∂f1

∂w2
[t] · · · ∂f1

∂wn
[t]

∂f2

∂w1
[t]

∂f2

∂w2
[t] · · · ∂f2

∂wn
[t]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂fn

∂w1
[t]

∂fn

∂w2
[t] · · · ∂fn

∂wn
[t]




(4.49)

11Existen otras propuestas para aplicar el FK a sistemas no lineales distintas a la que
mostraremos en este apartado (Julier y Uhlmann 1997).
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donde se ha abreviado fn[t] por fn(ŵ[t],u[t]). Por otra parte, W es la matriz
de derivadas parciales de f respecto al ruido ω:

W [t] =




∂f1

∂ω1
[t]

∂f1

∂ω2
[t] · · · ∂f1

∂ωn
[t]

∂f2

∂ω1
[t]

∂f2

∂ω2
[t] · · · ∂f2

∂ωn
[t]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂fn

∂ω1
[t]

∂fn

∂ω2
[t] · · · ∂fn

∂ωn
[t]




(4.50)

donde de nuevo se ha escrito fn[t] por fn(ŵ[t], u[t]).

La matriz de ganancia (4.42) se obtiene en el filtro extendido a partir de
la ecuación:

K[t] = P−[t](H[t])T
(
H[t]P−[t](H[t])T + V [t]R[t](V [t])T

)−1 (4.51)

donde H es aqúı el jacobiano de las derivadas parciales de h respecto al
estado:

H[t] =




∂h1

∂w1
[t]

∂h1

∂w2
[t] · · · ∂h1

∂wn
[t]

∂h2

∂w1
[t]

∂h2

∂w2
[t] · · · ∂h2

∂wn
[t]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂hm

∂w1
[t]

∂hm

∂w2
[t] · · · ∂hm

∂wn
[t]




(4.52)

donde se ha abreviado hm[t] por hm(ŵ−[t]), y V es la matriz de derivadas
parciales de f respecto a ν:

V [t] =




∂h1

∂ν1
[t]

∂h1

∂ν2
[t] · · · ∂h1

∂νm
[t]

∂h2

∂ν1
[t]

∂h2

∂ν2
[t] · · · ∂h2

∂νm
[t]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂hm

∂ν1
[t]

∂hm

∂ν2
[t] · · · ∂hm

∂νm
[t]




(4.53)

donde otra vez se ha escrito hm[t] por hm(ŵ−[t]).
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La estimación a posteriori del estado (4.37) utiliza también aqúı K para
ponderar la diferencia entre la medición real y una predicción de la medida:

ŵ[t] = ŵ−[t] + K[t](d[t]− h(ŵ−[t])) (4.54)

Finalmente, la covarianza del error tiene una forma similar a la del caso
lineal (4.44), aunque debe tenerse en cuenta que ahora H[t] se calcula de
manera diferente al caso lineal:

P [t] = (I −K[t]H[t])P−[t] (4.55)

La operación básica del FKE se puede resumir en los siguientes pasos.
En primer lugar, se proyectan las estimaciones del estado y de la covarianza
del error del instante t al t+1 haciendo uso de las ecuaciones (4.47) y (4.48).
Después ha de hacerse uso de estas nuevas estimaciones a priori para obtener
unas corregidas al considerar la medición d[t]. Las ecuaciones (4.51), (4.54)
y (4.55), por este orden, nos dan las estimaciones a posteriori del estado y
de la covarianza del error. De nuevo, R[t] y Q[t] son parámetros ajustables
del algoritmo.

4.8. Entrenamiento de una red neuronal con el filtro de
Kalman

Para poder aplicar el FK al entrenamiento de redes neuronales (recu-
rrentes o no), el aprendizaje se considera como un problema de filtrado en el
que los parámetros óptimos de la red se estiman de forma recursiva a partir
de las ecuaciones del filtro (Puskorius y Feldkamp 1991; Haykin 2001). El al-
goritmo es especialmente idóneo para situaciones de aprendizaje en ĺınea, en
las que los pesos se ajustan continuamente, aunque también puede aplicarse
al procesamiento fuera de ĺınea (Feldkamp y Puskorius 1994).

Comencemos considerando que el estado de la red, que denotaremos por
w[t], viene dado por los valores de sus pesos.12

La ecuación que describe el sistema es lineal y sigue la ecuación (4.32)
con A = I, B = 0 y ω = 0 (esta última igualdad la reconsideraremos más
adelante):

w[t + 1] = w[t] (4.56)

Esta ecuación asume que el sistema se encuentra en un estado óptimo y
estable, por tanto. Este estado puede corresponder a un mı́nimo local o
global de la superficie de error.

12El estado de las redes neuronales recurrentes de tiempo discreto x[t] no se representa
expĺıcitamente en las ecuaciones del filtro de Kalman.
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La medida es la salida deseada de la red neuronal. Se trata, por tanto,
de una ecuación no lineal como la ecuación (4.46) con la forma:

d[t] = y[t] + ν[t] (4.57)

donde y[t] es la salida de la red cuando se aplica a sus entradas u[t], esto
es, la no linealidad global de la red y[t] = h(w[t]).

Debido a que la ecuación de estado es lineal, el filtro de Kalman utilizará
las ecuaciones (4.36) y (4.43) con A = I, B = 0 y Q[t] = 0. La no linealidad
de la ecuación (4.57) añade las restantes ecuaciones del filtro: las ecuaciones
(4.51), (4.54) y (4.55) con h igual a la salida de la red y[t] cuando utiliza
los pesos w[t].

El jacobiano V [t] de la ecuación (4.51) se hace normalmente igual a la
matriz unidad, V [t] = I, ante la dificultad de una estimación correcta de su
valor. Se asume, entonces, que su influencia está de alguna manera “oculta”
dentro de R[t].

El valor de la medida real de la ecuación (4.54) es el valor de la salida
deseada de la red. Las derivadas parciales de la matriz H[t] se calculan
normalmente mediante BPTT o RTRL.

Con todo lo anterior, ya tendŕıamos una versión del denominado filtro
de Kalman extendido global (FKEG). No obstante, para su utilización real
como algoritmo de entrenamiento de redes neuronales es aconsejable la in-
troducción de algunas modificaciones.

4.8.1. El filtro de Kalman extendido desacoplado

Cuando se trabaja con redes de cierto tamaño, el vector de estado w[t]
puede tener un número considerable de componentes (tantos como pesos ten-
ga la red). Ello ocasiona que los cálculos sobre matrices como H[t] requieran
una cantidad elevada de recursos computacionales, incluso para redes de ta-
maño moderado. El filtro de Kalman extendido desacoplado (FKED) reduce
esta complejidad (Puskorius y Feldkamp 1991; Haykin 2001).

El FKED divide los pesos de la red en g grupos, wi, i = 1, . . . , g, pa-
ra lograr que el problema sea computacionalmente tratable. Habrá tantos
grupos como neuronas en la red13 y dos pesos pertenecerán al mismo grupo
si forman parte de la entrada de una misma neurona. La versión desaco-
plada, por lo tanto, aplica el filtro de Kalman extendido a cada neurona
independientemente para estimar el valor óptimo de los pesos que llegan a

13En el caso de la red LSTM, se considera un grupo para cada neurona, celda de memoria
y compuerta diferente, con lo que resulta g = nM (nC + 3) + nY , si se usan compuertas de
olvido.
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ella. De esta forma, solo se consideran las interdependencias locales durante
el entrenamiento.

La principal diferencia entre la versión desacoplada y la global es la
sustitución de la matriz H[t] de la ecuación (4.52) por g matrices de la
forma:

Hi[t] =




∂y1

∂w
(i)
1

[t]
∂y1

∂w
(i)
2

[t] · · · ∂y1

∂w
(i)
n

[t]

∂y2

∂w
(i)
1

[t]
∂y2

∂w
(i)
2

[t] · · · ∂y2

∂w
(i)
n

[t]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂ynY

∂w
(i)
1

[t]
∂ynY

∂w
(i)
2

[t] · · · ∂ynY

∂w
(i)
n

[t]




(4.58)

con i = 1, . . . , g, y donde w
(i)
j es el j-ésimo peso del grupo i. Se ha supues-

to que n es el número de pesos del grupo i. Con esto, la matriz H[t] es
simplemente la concatenación de las matrices Hi[t]:

H[t] = (H1[t],H2[t], . . . , Hg[t]) (4.59)

Es fácil observar que el filtro de Kalman extendido desacoplado se reduce al
global cuando g = 1.

A continuación se muestra el algoritmo de la versión desacoplada del
filtro de Kalman extendido:14

1. Hacer g igual al número de neuronas de la red.

2. Iniciar los pesos de la red, ŵi[0], i = 1, . . . , g.

3. Iniciar los elementos de la diagonal de R[0] y Pi[0].

14Para el cálculo de la matriz inversa en los experimentos de esta tesis se utilizó la
versión de 23 agosto de 1999 de newmat10, desarrollada por Davies (1994). La rutina para
el cálculo de la inversa se basa en la que aparece en el libro de Press et al. (1988).
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4. Para t = 1, 2, . . . e i = 1, . . . , g, calcular las siguientes ecuaciones:

ŵ−
i [t] = ŵi[t− 1] (4.60)

P−
i [t] = Pi[t− 1] (4.61)

Ki[t] = P−
i [t](Hi[t])T




g∑

j=1

Hj [t]P−
j [t](Hj [t])T + R[t]



−1

(4.62)
ŵi[t] = ŵ−

i + Ki[t](d[t]− y[t]) (4.63)

Pi[t] = (I −Ki[t]Hi[t])P−
i [t] (4.64)

donde d[t] es la salida deseada de la red en el instante t e y[t] es la
salida real de la red para la entrada u[t]. Nótese que las dos primeras
ecuaciones son innecesarias en la implementación del algoritmo y pue-
de trabajarse con las estimaciones a posteriori del instante anterior
directamente.

5. Actualizar R[t].

4.8.2. Control de la divergencia del filtro

La forma no lineal del FKED provoca numerosas dificultades numéricas
a la hora de su implementación, que hacen que el filtro diverja de la solución
correcta.

Una forma heuŕıstica de evitar esta divergencia (Haykin 1999, p. 769)
es añadir ruido a la ecuación del proceso, haciendo que ω[t] 6= 0. El único
cambio sobre la forma descrita anteriormente para el FKED es la ecuación
(4.64) que se convierte en:

Pi[t] = (I −Ki[t]Hi[t])P−
i [t] + Qi[t] (4.65)

Además de evitar la divergencia, la introducción de Qi[t] tiene el efecto
secundario de hacer que el algoritmo tenga menor propensión a quedarse
atrapado en mı́nimos locales. Normalmente se usa la misma matriz para
todos los grupos, por lo que hablaremos simplemente de Q[t]. A continuación
se indican algunas pautas para dar valores a los parámetros iniciales del
FKED.

4.8.3. Parámetros iniciales del algoritmo

Los parámetros a ajustar en la inicialización del FKED son:
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• El valor inicial de la covarianza del error a posteriori Pi[0]; este valor
se suele inicializar como Pi[0] = δI, donde δ es una constante positiva.

• Los elementos diagonales de las matriz inicial de covarianza del ruido
de la medida R[0]; estos elementos se templan normalmente, como se
verá más abajo, desde un valor inicial a valores más bajos conforme
avanza el entrenamiento.15

• Los elementos de la diagonal de la matriz de covarianza inicial del error
del proceso Q[0]; estos valores también se templan.

El templado de los elementos de las matrices de covarianza pasa por
darles un valor o temperatura inicial e ir decrementándolo paulatinamente
según una determinada tasa de reducción de la temperatura T . Por ejemplo,
consideremos que los valores de la diagonal de la matriz R[0] se inicializan
con un valor Rmáx y se templan con una tasa T hasta alcanzar el valor Rmı́n,
lo que expresaremos con la notación:

R[t] : Rmáx
T−→ Rmı́n

La ecuación que se aplicará en esta tesis para obtener la evolución de los
parámetros es:

R[t] =
Rmáx −Rmı́n

exp(t/T )
+ Rmı́n (4.66)

La figura 4.2 muestra cómo influye la tasa de reducción de la temperatura
T en la evolución de R[t].

4.9. Coste computacional

La complejidad del algoritmo de descenso por gradiente viene determi-
nada principalmente por la complejidad de los esquemas de cálculo de las
derivadas de la función de error empleados.

La complejidad temporal de BPTT cuando se aplica a redes de primer
orden como las del eṕıgrafe 3.1.1 con nX ≥ nU y nX ≥ nY es O(n2

X),16

esto es, una complejidad temporal asintótica de la misma familia que la de
los cálculos que determinan el valor de la salida de la RNR a partir de la

15Podŕıa pensarse que el templado no es compatible con el aprendizaje en ĺınea. Aun
aśı, si el entorno es estacionario o semiestacionario, el templado puede usarse para reducir
nuestra incertidumbre sobre él conforme se avanza en el procesamiento de la entrada. El
templado debe descartarse o se debe incrementar los valores inferiores cuando el entorno
es no estacionario.

16La ecuación (4.31) se implementa en un bucle con i = 1, . . . , nX .
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Figura 4.2: Evolución de la matriz de covarianza del error del FKED según la
tasa T .

entrada actual y del estado de la red. Esta es una de las grandes ventajas de
BPTT. El coste espacial, sin embargo, es uno de sus grandes inconvenientes,
ya que es necesario almacenar varias réplicas de la red; además, en el caso
de BPTT no truncada, debe guardarse todas las entradas procesadas hasta
el instante actual.

Aunque la complejidad espacial al calcular las derivadas con RTRL es
mucho menor que la de BPTT, su complejidad temporal es muy superior.
Cuando se aplica RTRL a RNR de primer orden con nX ≥ nU y nX ≥ nY ,
la complejidad temporal es O(n4

X).17

Muchos autores, por ejemplo Schmidhuber (1992), han propuesto algo-
ritmos h́ıbridos que combinan eficientemente lo mejor de ambos algoritmos.

Finalmente, el FKED se apoya en el cálculo de la derivada del error,
que puede realizarse tanto con BPTT como con RTRL. El coste es, por
tanto, como mı́nimo igual al del algoritmo de cálculo de derivadas utilizado.
Además, el FKED realiza en cada paso un buen número de operaciones con
matrices, incluido el cálculo de la inversa de una matriz de tamaño nY ×nY .

17La ecuación (4.25) se implementa en una serie de bucles anidados con i, j, k =
1, . . . , nX .
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4.10. Métodos no basados en derivadas

Los algoritmos basados en gradientes o en derivadas del error son los
más utilizados, con diferencia, para el entrenamiento de RNR. Pero existen
otros algoritmos que evitan el costoso cálculo de estas derivadas y que se
basan en la perturbación de los pesos de la red. Veamos dos algoritmos,
indicados para redes tanto recurrentes como no recurrentes y únicamente
para el entrenamiento fuera de ĺınea.18

Alopex. Unnikrishnan y Venugopal (1994) actualizan los parámetros de la
red mediante pequeñas perturbaciones de sus valores, en uno u otro sentido
según la correlación entre los sentidos de las perturbaciones recientes y el
cambio en el error cometido sobre todo el conjunto de entrenamiento. Es
un algoritmo especialmente interesante ya que no necesita conocer la forma
de la red ni la función de error utilizada, lo que lo hace útil también para
cualquier tarea de optimización distinta a la de las redes neuronales.

Algoritmo de Cauwenberghs. Cauwenberghs (1993) sigue una regla de
aprendizaje parecida a la de Alopex. Se suma una perturbación aleatoria
π al vector de pesos actual W y se calcula el error resultante E(W + π).
Este nuevo error se utiliza para actualizar el vector de pesos en la dirección
de π, si es menor que el error anterior E(W ), o en dirección contraria, si es
mayor que E(W ). El nuevo vector de pesos es, por tanto, W − α(E(W +
π)− E(W ))π, donde α es la tasa de aprendizaje.

4.11. Problemas en el aprendizaje

Existen varias circunstancias que pueden hacer que una determinada ta-
rea de procesamiento de secuencias no pueda ser resuelta mediante una RNR.
En primer lugar, como ya se comentó al comienzo del caṕıtulo, es posible
que el modelo neuronal elegido no sea idóneo para esa tarea en particular,
circunstancia esta dif́ıcil de evaluar en muchas ocasiones. En segundo lugar,
aun suponiendo que el modelo elegido sea adecuado (incluyendo tanto el
número de neuronas como la representación de la información de entrada y
salida), es posible que el algoritmo de entrenamiento empleado no sea ca-
paz de encontrar un valor de los pesos correcto. Los motivos que pueden
llevar a ello son principalmente dos: la existencia de mı́nimos locales o de
dependencias a largo plazo.

18Hay una carencia casi total de algoritmos de entrenamiento en ĺınea para RNR que
no estén basados en el cálculo de derivadas.
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4.11.1. Mı́nimos locales

La función de error E define una superficie multidimensional (hipersu-
perficie) conocida como hipersuperficie de error. Normalmente, la hipersu-
perficie de error tiene un mı́nimo global (posiblemente múltiples mı́nimos
globales debido a simetŕıas de la red) y muchos mı́nimos locales, que pue-
den no corresponder a una solución correcta del problema (Bianchini et al.
1994). Estos mı́nimos locales son consecuencia de la elevada dimensionali-
dad del espacio de búsqueda y son el mayor problema, al quedar atrapados
en ellos, de casi todos los algoritmos de aprendizaje de redes neuronales,
especialmente de los que realizan una búsqueda local como los basados en
el gradiente.

En cualquier caso, el problema de los minimos locales no es espećıfico de
las RNR y afecta a la practica totalidad de los modelos neuronales.

4.11.2. El gradiente evanescente

Aunque en un principio el estado de una RNR puede almacenar la in-
formación relevante sobre la historia de una secuencia, la práctica totalidad
de los algoritmos de entrenamiento encuentran grandes problemas (en oca-
siones insalvables) para mantener esta información, especialmente cuando
el intervalo de tiempo entre la presencia de una determinada entrada y la
salida deseada correspondiente es relativamente largo (normalmente a partir
de unos 10 instantes de tiempo). Esto hace que a la hora de la verdad mu-
chas RNR tengan poca ventaja sobre las redes no recurrentes con ventana
temporal.

Dependencias a largo plazo. Dada una fuente que genera una secuencia
simbólica de la forma s[1], . . . , s[tu], . . . , s[tv], . . . , diremos que existe una
dependencia a largo plazo entre el śımbolo19 del instante tv y el del instante
tu, y lo expresaremos mediante s[tv] ←↩ s[tu], si se cumplen las siguientes
condiciones:

1. El valor de s[tv] depende del valor de s[tu];

2. tv À tu;

3. No existe tw con tu < tw < tv tal que s[tv] ←↩ s[tw] ←↩ s[tu].

Los algoritmos de entrenamiento de RNR suelen ser inacapaces de cons-
tatar las dependencias a largo plazo debido a que la salida actual de la red

19Esta definición puede aplicarse también a cualquier tipo de eventos temporales, no
solo a secuencias simbólicas.
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es muy poco sensible a una entrada antigua. En el caso de los algoritmos
basados en el gradiente, el hecho anterior puede formularse con cierto deta-
lle (Bengio et al. 1994; Hochreiter et al. 2001) a través del llamado problema
del gradiente evanescente, que veremos a continuación.

Flujo de error. Consideremos las señales de error definidas en las ecua-
ciones (4.29) a (4.31). Aunque los resultados que se van a mostrar en esta
sección son ciertos independientemente del modelo recurrente considerado,
de la función de error utilizada (siempre que sea derivable) y de la manera
en que se calcule el gradiente, me basaré en el método visto en el ejemplo de
BPTT para una RRS del apartado 4.6.1, ya que el análisis es relativamente
sencillo a partir de él.

En primer lugar, consideremos el flujo de error local entre la i-ésima
neurona de salida y la j-ésima neurona de estado. Consideremos el caso en
el que el error cometido en el instante t en la neurona de salida, que viene
representado por δY

i [t], “viaja” hacia atrás en el tiempo hasta llegar a la
neurona de estado del instante s ≤ t. Esta señal de error intenta “modificar
el pasado” de manera que se obtenga un presente más conforme con la salida
deseada d[t]. El flujo del error queda escalado, por lo tanto, según:

∂δX
j [s]

∂δY
i [t]

=





g′X(Xj [t])W y,x
j,i s = t

g′X(Xj [s])
∑nX

k=1

(
∂δX

k [s + 1]
∂δY

i [t]
W x,x

k,j

)
s < t

(4.67)

Si desarrollamos la ecuación anterior, obtenemos:

∂δX
j [s]

∂δY
i [t]

=

nX∑

ls+1=1

nX∑

ls+2=1

· · ·
nX∑

lt−1=1

(
g′X(Xj [s])W y,x

i,lt−1

t−1∏

τ=s+1

(
g′X(Xlτ [τ ])W x,x

lτ ,lτ+1

))

(4.68)

En general, el flujo de error no será local, ya que los errores de las nY

neuronas de salida viajarán en el tiempo intentando modificar la j-ésima
neurona de estado en el instante s. Sin embargo, esto no supone inconve-
niente alguno para el análisis de esta sección. Efectivamente, el flujo de error
global se obtiene a partir de:

nY∑

i=1

∂δX
j [s]

∂δY
i [t]

(4.69)
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y, por lo tanto, si cada error local se desvaneciera o explotara, como veremos
ahora, también lo haŕıa el error global.

Si el término |g′X(Xlτ [τ ])W x,x
lτ ,lτ+1

| de (4.68) es mayor que 1 para todo τ ,
entonces el productorio crece exponencialmente según la distancia temporal
entre t y s, es decir, el error explota y a la neurona de estado le llega
una señal de error que puede hacer oscilar los pesos y volver inestable el
aprendizaje (Hochreiter et al. 2001). Por otro lado, si |g′X(Xlτ [τ ])W x,x

lτ ,lτ+1
|

es menor que 1 para todo τ , el productorio decrece exponencialmente con la
distancia entre t y s, es decir, el flujo de error se desvanece y no es posible
salvar esta distancia, lo que es un problema cuando σ[t] ←↩ σ[s].

Nótese cómo incrementar el número de unidades de estado nX no aumen-
ta necesariamente el flujo del error, ya que los sumatorios de (4.68) pueden
tener signos diferentes. Este análisis es aplicable a muchas otras RNR, no
solo a la RRS; por ejemplo, Hochreiter et al. (2001) lo aplicaron a una RTR.

A la vista de lo anterior, parece plausible que una solución al problema
pase por intentar que g′X(Xlτ [τ ])W x,x

lτ ,lτ+1
= 1 para todo τ , esto es, un flujo

de error constante. La red LSTM se basa en esta idea.

4.12. Justificación de la red LSTM

Para simplificar el análisis de este apartado, consideremos una RNR con
una única neurona conectada a śı misma (Hochreiter y Schmidhuber 1997).
En ese caso, el término g′X(Xlτ [τ ])W x,x

lτ ,lτ+1
obtenido en el apartado anterior

se puede simplificar a g′(Xi[τ ])W x,x
i,i .

Para garantizar un flujo de error constante, hemos visto que se puede
intentar conseguir que g′(Xi[τ ])W x,x

i,i = 1. Integrando esta ecuación respecto
a Xi[t] se tiene que:

g(Xi[τ ]) =
Xi[τ ]
W x,x

i,i

(4.70)

Luego una de las formas de asegurar el flujo de error constante a través de
esta neurona es obligar a que W x,x

i,i = 1 y usar una función de activación
identidad para g. A una unidad de este tipo la denominaremos carrusel de
error constante (CEC) y es la piedra angular de la red LSTM.

Evidentemente, el estudio precedente es extremadamente simple. En
general, una neurona recibirá entradas adicionales y actuará sobre más neu-
ronas aparte de ella misma. ¿Cómo podemos garantizar el flujo de error
constante sobre una topoloǵıa más compleja?
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Para responder a esta pregunta, podemos considerar dos posibles pro-
blemas, que tienen lugar especialmente cuando se consideran dependencias
a largo plazo: los que se producen a la entrada de la neurona y los que se
producen a su salida.

1. Conflictos en los pesos de entrada. Supongamos que la neurona que
estamos estudiando ha de gestionar adecuadamente una determinada
dependencia a largo plazo σ[t] ←↩ σ[s] activándose en el instante s y
desactivándose en el instante t. En este caso, el algoritmo de entre-
namiento intentará que los pesos que llegan a la unidad lineal prove-
nientes de otras neuronas consigan un doble objetivo: por un lado,
mantener la neurona activa durante el intervalo correspondiente; por
otro lado, proteger la entrada de la neurona de activaciones irrelevantes
que pueden desactivarla. Esta circunstancia hace que el aprendizaje
sea dif́ıcil e invita a controlar de algún modo las operaciones de escri-
tura a través de los pesos entrantes.

2. Conflictos en los pesos de salida. Los pesos que enlazan la salida de
la unidad lineal con otras neuronas también se ajustarán intentando
lograr un doble objetivo: por un lado, acceder a la información alma-
cenada en la neurona; por otro, evitar que esta información contamine
a las neuronas enlazadas cuando no corresponde. De manera similar
al punto anterior, parece útil imponer cierto control en las operaciones
de lectura.

Las celdas de los bloques de memoria de la red LSTM (véase el apar-
tado 3.2) instrumentan las ideas anteriores. El CEC con activación lineal
y conexión recurrente es la caracteŕıstica principal de las celdas de memo-
ria. Las compuertas de entrada vetan la entrada indeseada al CEC y las
compuertas de salida hacen lo mismo con su salida.

Los CEC obligan a que el flujo del error sea constante (Hochreiter y
Schmidhuber 1997) y permiten superar el problema fundamental del gra-
diente evanescente; los CEC impiden que la influencia de la señal se debilite
rápidamente al ir hacia atrás en el tiempo. Como es de esperar, los errores
correspondientes al CEC o a cualquiera de las compuertas se utilizan en la
actualización de los pesos. Sin embargo, los CEC son los únicos que siguen
la pista del error hacia atrás en el tiempo; el resto de errores se truncan en
el algoritmo de entrenamiento. Los gradientes ajenos al CEC, por tanto,
pueden desvanecerse exponencialmente de la misma forma que en las RNR
tradicionales.

El seguimiento de las dependencias a muy largo plazo en los CEC permite
que la red LSTM pueda detectar adecuadamente eventos interdependientes
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Figura 4.3: Truncamientos totales realizados en el cálculo de las derivadas de la
red LSTM en el instante t. Las aproximaciones de esta figura se cumplen para
cualquier valor de los sub́ındices.

separados por miles de instantes de tiempo discreto, mientras que las RNR
tradicionales no suelen ser capaces de manejar correctamente intervalos su-
periores a unos 10 instantes de tiempo.

4.12.1. Cálculo del gradiente

Como se ha visto en este caṕıtulo, los algoritmos de entrenamiento ba-
sados en el gradiente necesitan calcular las derivadas parciales de la no
linealidad global de la red, representada por y[t], con respecto a cada uno
de los pesos. Estas derivadas son ∂yi[t]/∂Wj [t] donde i = 1, . . . , nY y Wj

es un peso sináptico cualquiera.

La forma de calcular las derivadas de la función de salida de la red
LSTM unida a la propia topoloǵıa del modelo permite superar el problema
del gradiente evanescente, como se ha dicho anteriormente. El truncamiento
realizado sobre ciertas derivadas garantiza que los errores no pueden volver
a entrar en las celdas y esto permite el flujo constante del error en el interior
de la celda de memoria.
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(19)
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Figura 4.4: Truncamientos parciales realizados en el cálculo de las derivadas de
la red LSTM en el instante t.

A continuación se describen las ecuaciones del gradiente de la red LSTM;
en los casos en los que se realiza algún truncamiento, se indica la expresión
truncada según los números que aparecen en las figuras 4.3 y 4.4. El gra-
diente con respecto a los pesos que inciden en la capa de salida es:

∂yi[t]
∂W y

j

= g′Y (Yi[t])δi,j (4.71)

∂yi[t]
∂W y,u

j,k

= g′Y (Yi[t])uk[t]δi,j (4.72)

∂yi[t]
∂W y,z

j,kl

= g′Y (Yi[t])zkl[t]δi,j (4.73)

Las derivadas con respecto a los pesos de las compuertas de salida son:

∂yi[t]
∂W γ

j

1,4≈ g′Y (Yi[t])g′C(Γj [t])
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k=1

W y,z
i,jkgM (xjk[t]) (4.74)
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3,6≈ g′Y (Yi[t])g′C(Γj [t])zkl[t− 1]
nC∑

m=1

W y,z
i,jmgM (xjm[t]) (4.76)



4.12. JUSTIFICACIÓN DE LA RED LSTM 65

Las derivadas de la función de salida con respecto a los pesos de la
compuerta de entrada, con indicación de los truncamientos efectuados, son:
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donde se han utilizado los siguientes términos recurrentes:
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Finalmente, el gradiente con respecto a los pesos que entran directamente
en los bloques de memoria son:
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donde se han utilizado los siguientes términos recurrentes:
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5. LAS SOLUCIONES PREVIAS

En el caṕıtulo 1 se presentaron los problemas que se estudian en esta
tesis. Una vez introducidos en los caṕıtulos anteriores los conceptos
fundamentales de las redes recurrentes, mostramos ahora las soluciones
previas tanto neuronales como no neuronales planteadas para resolver
dichos problemas.

Como este caṕıtulo complementa lo discutido en 1.2, lo dividiremos en
los mismos apartados.

5.1. Compresión de secuencias simbólicas

5.1.1. Entroṕıa

Supongamos una secuencia simbólica s = s[1], s[2], . . . , s[L] generada
bajo un determinado modelo estocástico M basado en estados (por ejemplo,
un modelo oculto de Markov de los discutidos en el apéndice A) a partir de
un alfabeto Σ = {σ1, . . . , σ|Σ|}. Tras haber generado un determinado prefijo
de s, digamos s[1], s[2], . . . , s[t] con 1 ≤ t < L, el modelo M se encontrará en
un estado q[t] ∈ Q, donde Q es el espacio de estados del modelo. Con ayuda
de p(σi | q[t]) podemos conocer la probabilidad de que el siguiente śımbolo
de la secuencia sea σi:

p(s[t + 1] = σi | s[1], s[2], . . . , s[t]) = p(σi | q[t]) (5.1)

La probabilidad de una secuencia s de longitud |s| = L se obtiene
fácilmente a partir de:

p(s) =
L∏

t=1

p(s[t] | s[1], s[2], . . . , s[t− 1]) =
L∏

t=1

p(s[t]|q[t− 1]) (5.2)

con q[0] = qI , donde qI es el estado inicial del modelo.

Sea ΣL el conjunto de secuencias de longitud L que pueden ser generadas
a partir del alfabeto Σ. Podemos definir la entroṕıa (Cover y Thomas 1991;

67
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Charniak 1993) de este conjunto como:

HL(M) = −
∑

s∈ΣL

p(s) log p(s) (5.3)

que se mide en bits si el logaritmo es en base 2. La entroṕıa es una medida
del grado de incertidumbre asociado a las secuencias de ΣL y define una cota
inferior del número medio de bits necesarios para transmitir las secuencias
del conjunto.

Nótese cómo la entroṕıa crece con L. Ya que normalmente no se necesita
trabajar con una longitud determinada, una medida más aconsejable es la
entroṕıa por śımbolo, que es:

1
L

HL(M) = − 1
L

∑

s∈ΣL

p(s) log p(s) (5.4)

De hecho, lo realmente interesante es poder considerar secuencias de lon-
gitud arbitraria. Por ello, lo más habitual es hablar de H(M), la entroṕıa
del modelo M , que es el ĺımite de la entroṕıa por śımbolo cuando crece la
longitud de la secuencia:

H(M) = − lim
L→∞

1
L

∑

s∈ΣL

p(s) log p(s) (5.5)

Supongamos ahora que establecemos un modelo de probabilidad alterna-
tivo M̂ para la probabilidad q de cada secuencia s. Este modelo alternativo
permite obtener las probabilidades q(s[t + 1] = σi|s[1], s[2], . . . , s[t]) del si-
guiente śımbolo de una secuencia s y, por tanto, la probabilidad total de la
secuencia, q(s), mediante (5.2).

La entroṕıa cruzada mide el parecido de ambos modelos de probabilidad
(el alternativo y el real) y alcanza su valor mı́nimo (igual a la entroṕıa
del modelo real) cuando coinciden. La entroṕıa cruzada es, por tanto, una
medida de la corrección del predictor alternativo y se define como:

HL(M, M̂) = −
∑

s∈ΣL

p(s) log q(s) (5.6)

Nótese que HL(M, M) = HL(M). Se cumple, además, para cualquier
modelo M̂ que:

HL(M) ≤ HL(M, M̂) (5.7)

donde la igualdad se da solo cuando M = M̂ .
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De igual manera, podemos definir la entroṕıa cruzada por śımbolo como:

1
L

HL(M, M̂) = − 1
L

∑

s∈ΣL

p(s) log q(s) (5.8)

y la entroṕıa cruzada entre M y M̂ como:

H(M, M̂) = − lim
L→∞

1
L

∑

s∈ΣL

p(s) log q(s) (5.9)

Una medida similar a la entroṕıa cruzada es la entroṕıa relativa, también
llamada divergencia de Kullback-Leibler, que viene definida por:

∑
s

p(s) log
p(s)
q(s)

= H(M, M̂)−H(M) (5.10)

La divergencia de Kullback-Leibler es siempre positiva, aunque no simétrica,
y vale cero cuando ambas distribuciones de probabilidad coinciden.

Normalmente no es posible conocer las probabilidades reales de la se-
cuencia, porque se desconoce el modelo de estados M o, incluso, porque la
secuencia no ha sido generada a través de uno. Deberemos, por tanto, mo-
delizar buenos predictores que estimen esas probabilidades y que minimicen
medidas como la entroṕıa cruzada o la entroṕıa relativa.

Como veremos a continuación, un buen modelo de probabilidad es muy
útil a la hora de comprimir una secuencia. En este contexto, la razón de
compresión se define como la razón entre la longitud en bits de la secuencia
original usando un código de longitud constante y la longitud en bits de la
comprimida.

5.1.2. Compresión de Huffman

Como ya se ha indicado, la existencia de un modelo de las probabilidades
del siguiente śımbolo de una secuencia puede utilizarse para comprimirla.

Si los śımbolos del alfabeto Σ son equiprobables, entonces cada śımbolo
se codificará con dlog2 |Σ|e bits,1 donde dxe indica el menor entero mayor o
igual que x.

Sin embargo, si los śımbolos del alfabeto no son equiprobables, puede in-
tentarse asignar diferentes longitudes a sus codificaciones de manera que las

1En toda esta discusión consideraremos que el sistema de codificación es binario. Exis-
ten también resultados para el caso de alfabetos de codificación de más de dos śımbolos
(Rifà y Huguet 1991).
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longitudes más cortas se asignen a los śımbolos más probables. No obstante,
debe tenerse cuidado en codificar los śımbolos de manera que la concantena-
ción de sus codificaciones sea recuperable de forma uńıvoca y proporcione la
secuencia original. Una codificación que cumpla esta propiedad se denomina
codificación instantánea.

La asignación de códigos de diferente longitud es el principio del célebre
algoritmo de compresion de Huffman (Bell et al. 1990; Nelson y Gailly 1995).
El algoritmo de Huffman original recibe como entrada un alfabeto Σ =
{σ1, . . . , σ|Σ|} y un conjunto de probabilidades de aparición p(σi) de cada
uno de los śımbolos del alfabeto;2 como salida proporciona un código para
cada śımbolo. La codificación resultante es, además, instantánea.

Los pasos para construir una codificación de Huffman se pueden describir
(Rifà y Huguet 1991) como sigue:

1. Ordenar todos los śımbolos de Σ por sus probabilidades asociadas.

2. Combinar reiteradamente los dos śımbolos con menor probabilidad
para formar un śımbolo compuesto cuya probabilidad será la suma de
las probabilidades de los dos śımbolos; estas agrupaciones determinan
un arbol binario en el que cada nodo es la probabilidad de todos sus
descendientes.

3. Al descender por el árbol hacia cada hoja se forma el código corres-
pondiente al śımbolo de esa hoja, si se toma un 0 cada vez que se
desciende a un nodo derecho y un 1 en caso contrario (o viceversa).

El algoritmo de Huffman puede considerarse óptimo en el sentido de que
las secuencias codificadas según el algoritmo tienen la menor longitud posi-
ble (siempre que las frecuencias de sus śımbolos se ajusten a las indicadas).
Sin embargo, veremos que esto es cierto solo si partimos de la base de que la
codificación se ha de realizar asignando códigos śımbolo a śımbolo, lo cual
comporta limitaciones obvias aun cuando se permita que las probabilidades
de aparición cambien dinámicamente. Otras técnicas, como la compresión
aritmética, desarrollan una codificación global de la secuencia y suelen con-
seguir mayores razones de compresión.

5.1.3. Compresión aritmética

Aunque la codificación de Huffman se presenta a veces como la forma
perfecta de comprimir datos, la realidad es que los códigos generados por
ella solo proporcionan codificaciones óptimas (en el sentido de un número

2Existen también adaptaciones para manejar probabilidades dinámicas contextuales.
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medio de bits por śımbolo igual a la entroṕıa) cuando las probabilidades de
los śımbolos son potencias enteras de 1/2, lo cual no es el caso habitual, y
cuando el contexto previo de los śımbolos no facilita su codificación.

La compresión aritmética (Bell et al. 1990; Nelson y Gailly 1995) no
presenta ninguna de estas dos restricciones y obtiene el ĺımite teórico de
la entroṕıa para cualquier mensaje de entrada cuando se utiliza un modelo
correcto de probabilidad. Además, su uso en entornos en los que las pro-
babilidades de los śımbolos cambian dinámicamente es directo, lo que no
ocurre con los códigos de Huffman.

La compresión aritmética funciona representando cada secuencia com-
pleta con un subintervalo I del intervalo real [0, 1). Cuanto más largo es
el mensaje, el intervalo necesario para representarlo se hace más pequeño
y el número de bits necesarios para especificar el intervalo aumenta. Los
sucesivos śımbolos del mensaje van reduciendo este intervalo según sus pro-
babilidades. Los śımbolos más probables lo reducen en menor medida y, por
lo tanto, añaden menos bits al mensaje codificado.

Para mostrar las ideas anteriores con un ejemplo, concentrémonos en un
sistema sencillo en el que las probabilides son estacionarias y no cambian
con el paso del tiempo. Supongamos que el alfabeto es Σ = {A,E, I, O, U}
con las probabilidades estáticas p(A) = 0.12, p(E) = 0.42, p(I) = 0.09,
p(O) = 0.3 y p(U) = 0.07 (Press et al. 1992, pp. 910ss.).

La figura 5.1 muestra cómo se codifica la secuencia IOU . El intervalo
[0, 1) se divide en 5 segmentos, uno por cada śımbolo del alfabeto; la longitud
de cada segmento es igual a la probabilidad del śımbolo correspondiente. El
primer śımbolo de la secuencia, I, estrecha el rango de I a 0.37 ≤ I <
0.46. Este subintervalo se divide en 5 subintervalos a su vez, cada uno con
longitudes proporcionales a la de las probabilidades correspondientes. El
siguiente śımbolo, O, reduce el intervalo I aún más, de manera que ahora
0.3763 ≤ I < 0.4033. Finalmente, el śımbolo U proporciona el intervalo
final3 0.37630 ≤ I < 0.37819. Cualquier número de este intervalo puede
considerarse como la codificación de la secuencia en cuestión; en particular,
podemos considerar la fracción binaria 0.011000001 (el número binario que
menos bits necesita dentro del intervalo) que representa a la secuencia IOU
y puede enviarse con 9 bits (no es necesario enviar la parte entera, ya que
siempre es cero).

3Este intervalo no representa únicamente a la secuencia IOU , sino a cualquier secuencia
que comience por IOU . . . ; para poder distinguirlas, se suele añadir al alfabeto un śımbolo
especial de terminación de secuencia al que se asigna una probabilidad muy pequeña y
que solo aparece como último śımbolo de cada secuencia procesada.
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Figura 5.1: Codificación aritmética de la secuencia IOU según el alfabeto y las
probabilidades indicadas en el texto. Figura tomada del libro de Press et al. (1992).

Evidentemente, la descodificación consiste en invertir el proceso de ma-
nera que el intervalo considerado se va ensanchando hasta llegar a [0, 1).
El descodificador, por lo tanto, ha de conocer el modelo de probabilidad
aplicado en cada instante de tiempo.

La implementación práctica del algoritmo requiere algunas consideracio-
nes adicionales debido a la limitada precisión numérica de los ordenadores,
que impide de entrada la representación de cantidades con un número arbi-
trario de cifras decimales. Estos detalles de implementación pueden encon-
trarse en el trabajo de Nelson (1991).

El ejemplo anterior supońıa un modelo no adaptativo de las probabili-
dades del siguiente śımbolo. En el caso de utilizar un modelo adaptativo
las probabilidades pueden reestimarse en cada paso, ajustándolas después
de procesar cada śımbolo y considerando la historia previa de la secuencia.
Para ello hace falta un predictor que determine las probabilidades del si-
guiente śımbolo de la secuencia que se utilizan para estrechar el rango I. La
razón de compresión obtenida con la compresión aritmética puede utilizarse
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como medida de la calidad del predictor, en tanto que mejores predictores
proporcionarán mayores razones de compresión.

5.1.4. Modelos de probabilidad de n-gramas

Para poder utilizar adecuadamente la compresión aritmética se necesita
construir un modelo estad́ıstico de los datos. El más sencillo es un modelo
fijo; por ejemplo, una lista con las frecuencias de aparición de los distintos
śımbolos. Sin embargo, un modelo que considere únicamente las probabili-
dades estáticas de los diferentes śımbolos no suele proporcionar una buena
estimación de la entroṕıa real de los datos, como ya hemos comentado. Esto
ocurre especialmente cuando el entorno en que se genera la secuencia es no
estacionario, es decir las propiedades del modelo estocástico que la genera
vaŕıan con el tiempo.

Una posibilidad para mejorar el modelo anterior es utilizar un modelo
de probabilidad adaptativo que evolucione con la secuencia. Los modelos de
n-gramas son uno de los más conocidos dentro de esta última categoŕıa.

En un modelo de n-gramas se asume que la identidad del siguiente
śımbolo de la secuencia está condicionada por las de los n − 1 śımbolos
anteriores, esto es, la ecuación (5.2) se transforma en:

p(s[t + 1] | s[1], s[2], . . . , s[t]) = p(s[t + 1] | s[t− (n− 2)], . . . , s[t]) (5.11)

En el caso de los bigramas (donde n = 2), la ecuación anterior se convierte
en:

p(s[t + 1]|s[1], s[2], . . . , s[t]) = p(s[t + 1]|s[t]) (5.12)

La estimación de las probabilidades del śımbolo siguiente es sencilla en este
caso y puede hacerse mediante:

p(s[t + 1] = σi | s[t]) =
C(s[t]σi)∑|Σ|

j=1 C(s[t]σj)
(5.13)

donde C(·) representa el número de veces que el argumento ha aparecido en
la secuencia observada hasta el instante actual. La generalización al caso de
n-gramas es directa.

Para evitar que las probabilidades calculadas con la expresión anterior
sean cero, se suele reservar una pequeña parte de la probabilidad para sub-
secuencias de n-gramas que no han aparecido todav́ıa en la secuencia.

Las razones de compresión obtenidas son muy buenas (Nelson 1991)
cuando se utilizan modelos dinámicos y adaptativos de n-gramas y se man-
tienen simultáneamente modelos de distintos órdenes. Por ejemplo, en la
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técnica conocida como predicción por concordancia parcial se busca una
concordancia de la subsecuencia más reciente en un modelo de orden n. Si
no se encuentra ninguna concordancia, se baja a un modelo de orden n− 1,
y aśı sucesivamente hasta llegar a un modelo de orden 0.4

Las RNR permiten obtener un modelo de las probabilidades del siguiente
śımbolo mediante lo que en principio podŕıa considerarse como un modelo
de ∞-gramas.5

Por otra parte, es de vital importancia que tanto el compresor como el
descompresor desarrollen el mismo modelo adaptativo de probabilidad.6

5.1.5. Programas de compresión

Ya que en el caṕıtulo 6 mostraremos los resultados obtenidos con ellos,
se presentan aqúı algunos programas conocidos de compresión y las técnicas
en las que se basan.7

El programa gzip utiliza el algoritmo de compresión de Lempel y Ziv
(Ziv y Lempel 1977; Nelson y Gailly 1995), llamado aśı en honor a sus
creadores. Ambos propusieron dos versiones de su algoritmo, una en 1977
(LZ77) y otra en 1978 (LZ78); gzip utiliza la primera. Otro conocido pro-
grama de entornos Unix, compress, se basa en LZW (por Lempel, Ziv y
Welch), una variación de 1984 de LZ78. Tanto LZ77 como LZ78 se consi-
deran compresores sustitucionales: la idea básica es sustituir la presencia
de una determinada subsecuencia de la secuencia a comprimir por una re-
ferencia a una aparición previa de esa misma subsecuencia. La compresión
obtenida con estos compresores sustitucionales suele ser mayor que la ob-
tenida con técnicas basadas en la codificación de Huffman (adaptativas o
no).

4Un modelo de monogramas solo tiene en cuenta el número de veces que ha aparecido
el śımbolo en cuestión; un modelo de 0-gramas considera que todos los śımbolos son
equiprobables.

5En realidad, la memoria de las RNR estándar es muy limitada y se reduce a unos
cuantos śımbolos debido a los problemas que aparecen al tener que tratar con dependencias
a largo plazo (véase el apartado 4.11.2).

6En el caso de las redes neuronales, esto implica partir de los mismos valores para todos
los parámetros del sistema (los pesos pueden iniciarse aleatoriamente siempre que tanto
compresor como descompresor utilicen el mismo generador de números aleatorios iniciado
con una semilla idéntica).

7Debe tenerse en cuenta que nuestra intención es evaluar la capacidad de predicción de
las RNR sobre secuencias simbólicas; por lo tanto, no tiene mucho sentido comparar los
resultados de algunos programas como gzip o bzip2 con los de un compresor aritmético
basado en un predictor neuronal. Las razones de compresión con este tipo de compresores
se mostrarán para hacernos una idea de cuál puede ser un buen resultado.
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El programa bzip2 utiliza la transformada de Burrows y Wheeler seguida
de compresión de Huffman. Esta transformada (Burrows y Wheeler 1994;
Nelson y Gailly 1995) es un algoritmo de reordenación reversible; su salida
ordenada se comprime fácilmente con las técnicas habituales de compresión.
La razón de compresión suele ser mayor que la obtenida con compresores
basados en LZ77 como gzip. Sin embargo, bzip2 comprime las secuencias
en bloques por lo que no es muy adecuado para la compresión en ĺınea.

Ninguno de los compresores anteriores utilizan (al menos, no como parte
fundamental de su operación) un modelo probabiĺıstico.

Por otro lado, uno de los pocos compresores aritméticos existentes es el
desarrollado por Nelson (1991). Este compresor utiliza una combinación de
modelos de n-gramas de distintos órdenes para estimar las probabilidades,
como se indicó antes.

5.1.6. Diferencias con la inferencia gramatical clásica

Como ya se comentó en 1.2.1, en esta tesis el modelo de probabilidad
se obtiene en ĺınea: las RNR trabajan en tiempo real dando una salida tan
correcta como sea posible para cada elemento de la secuencia suministrado
en cada iteración; esta salida se considera como una predicción de las proba-
bilidades del siguiente śımbolo de la secuencia. Esto supone una diferencia
fundamental con la forma clásica de abordar la inferencia gramatical, una
tarea que como ya se vió en 1.2.2 ha sido ampliamente estudiada con RNR.

Aunque una de las formas de realizar la inferencia gramatical es entrenar
la red para que aprenda a predecir el siguiente śımbolo de la secuencia, el
modus operandi seguido tradicionalmente es bastante distinto al de nuestro
problema. Bajo el enfoque tradicional, puede demostrarse fácilmente (escri-
biendo el error de predicción total como una suma sobre todos los prefijos
de todas las secuencias de la muestra) que el modelo neuronal ideal obte-
nido para un conjunto finito de secuencias finitas por medio de (véase el
apartado 4.3.1 para la demostración de estas ideas):

1. entrenamiento intensivo fuera de ĺınea,

2. uso de una familia de funciones de error global (como la función de
error cuadrático o la distancia de Kullback-Leibler), y

3. codificación exclusiva de las salidas deseadas,8

8Esto implica que la propiedad de convergencia aqúı señalada no puede aplicarse a
señales numéricas, únicamente a śımbolos discretos.
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proporciona una salida que aproxima tanto como sea posible las frecuencias
relativas del siguiente śımbolo observadas en la muestra finita; estas sali-
das pueden utilizarse como probabilidades aproximadas al tratar secuencias
nuevas.

El problema considerado en este trabajo es diferente en tres aspectos
principales: se procesa una única secuencia ilimitada, el procesamiento es
en ĺınea y la función de error utilizada es local. Nuestro trabajo se basa
en la conjetura, similar a la planteada por Elman (1990, p. 197) de que,
incluso bajo estas condiciones distintas, la salida de la red puede seguir
considerándose como una aproximación a las probabilidades del siguiente
śımbolo.

5.1.7. Trabajos neuronales

Se analiza, por lo tanto, el uso de RNR para predecir en ĺınea el siguiente
elemento de una secuencia. La compresión aritmética se usa para evaluar
la calidad del predictor. En los experimentos se consideran diferentes gene-
radores de secuencias simbólicas que van desde máquinas de estados finitos
a textos en lenguaje humano. Al contrario que anteriores trabajos (Clee-
remans et al. 1989; Schmidhuber y Stefan 1996; Tiňo y Köteles 1999), que
utilizaban predicción fuera de ĺınea con estas secuencias, en este trabajo nos
concentraremos en la predicción en ĺınea.

Hay varios trabajos que discuten el uso de redes neuronales como modelo
probabiĺıstico para la codificación aritmética de textos en lenguaje humano.
Schmidhuber y Stefan (1996) usan un perceptrón multicapa con una ventana
temporal de entradas para obtener resultados prometedores mediante retro-
propagación estándar (Rumelhart et al. 1986). Un enfoque muy similar es el
seguido por Long et al. (1999), pero los śımbolos de la secuencia a comprimir
se recodifican previamente para acercar entre śı las representaciones de los
śımbolos con un contexto posterior similar. Ambas técnicas, sin embargo,
trabajan bajo la suposición de un entrenamiento fuera de ĺınea, lo que las
hace inadecuadas para entornos no estacionarios o aplicaciones en tiempo
real.

Mahoney (2000) utiliza codificación aritmética y un perceptrón sin capa
oculta para comprimir textos en ĺınea, aunque la técnica no es completa-
mente neuronal. Su perceptrón tiene miles o incluso millones de entradas, ya
que se usa una entrada distinta para cada contexto posible, desde el śımbolo
anterior a los 5 anteriores. Esta elevada complejidad espacial se ve com-
pensada por una baja complejidad temporal, ya que únicamente hace falta
actualizar un número reducido de pesos tras cada śımbolo. Además, la pre-
dicción se realiza bit a bit con lo que solo se precisa una neurona de salida.
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La técnica, sin embargo, no es completamente neuronal, ya que junto a cada
peso se almacenan dos contadores que se encargan de guardar el número
de apariciones del contexto asociado. Los resultados de sus experimentos
superan los de otras técnicas de compresión.

En cuanto a las secuencias de estados finitos, es de esperar buenos resul-
tados con RNR, ya que se ha demostrado (Goudreau et al. 1994; Alquézar y
Sanfeliu 1995; Horne y Hush 1996; Carrasco et al. 2000) la capacidad de dis-
tintas RNR de primer y segundo orden para codificar máquinas de estados
finitos.

5.2. Inferencia de lenguajes con dependencias a largo plazo

Como ya se comentó en el apartado 1.2.2, una de las formas de realizar
la inferencia de lenguajes es mediante la predicción del siguiente śımbolo de
una secuencia. También alĺı se comentó cómo la red LSTM permite superar
parcialmente el problema que surge al tratar las dependencias a largo plazo.

Todos los trabajos anteriores de inferencia de lenguajes con LSTM usa-
ban un algoritmo de entrenamiento de descenso por el gradiente para actua-
lizar los pesos. En los trabajos desarrollados para esta tesis, se aplica por
primera vez el FKED a la red LSTM y se comparan los resultados obtenidos
con los del algoritmo original y con los conseguidos con RNR tradicionales.

En primer lugar, se considera la predicción en ĺınea sobre una secuencia
generada por el autómata simétrico de Reber (Smith y Zipser 1989) de la
figura 6.4. Se trata de la primera vez en que la red LSTM se aplica a
una situación de aprendizaje completamente en ĺınea: la red tiene que dar
en tiempo real una salida tan correcta como sea posible para la entrada
aplicada en cada instante de tiempo. Con los experimentos se estudiará qué
clase de modelo interno desarrolla la red y si este es comparable al obtenido
en trabajos anteriores (Hochreiter y Schmidhuber 1997; Gers et al. 2000),
en los que la inferencia se realizaba fuera de ĺınea o solo parcialmente en
ĺınea.

En segundo lugar, se ahonda en algunos resultados previos en torno a
la capacidad de las RNR para aprender un sencillo lenguaje sensible al con-
texto, anbncn, con fuertes dependencias a largo plazo conforme se aumenta
el valor de n.

Se ha demostrado que las RNR son capaces de reconocer lenguajes de-
rivados de máquinas de estados finitos9: la mayor parte de los trabajos
relacionados con la inferencia de lenguajes con RNR se ha centrado en ellos.

9Véase el libro inédito de Forcada (2002) para un repaso del estado de la cuestión de
este aspecto.
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Solo unos cuantos autores han intentado enseñar a las RNR a extraer las
reglas de algunos lenguajes independientes del contexto o sensibles al con-
texto (Sun et al. 1993; Wiles y Elman 1995; Tonkes y Wiles 1997; Rodriguez
y Wiles 1998; Rodriguez et al. 1999; Bodén y Wiles 2000), que requieren el
equivalente funcional a una o dos pilas, respectivamente, de tamaño ilimita-
do.

Algunos de los trabajos anteriores fracasaron al intentar aprender pe-
queños conjuntos de entrenamiento de lenguajes independientes del con-
texto. Aunque otros trabajos lo consiguieron e incluso algunos llegaron
a aprender pequeños conjuntos de entrenamiento de lenguajes sensibles al
contexto (Chalup y Blair 1999; Bodén y Wiles 2000), las redes obtenidas
eran incapaces de generalizar adecuadamente con conjuntos de evaluación
ligeramente mayores.

En esta tesis nos concentraremos en uno de los pocos lenguajes sen-
sibles al contexto a cuyo aprendizaje se han destinado las RNR, a saber,
anbncn. Las RNR tradicionales no son capaces de generalizar adecuadamen-
te con este sencillo lenguaje: Chalup y Blair (1999) constataron que una
RRS entrenada mediante un algoritmo voraz pod́ıa aprender el conjunto de
entrenamiento para n ≤ 12, pero no aportaron datos sobre la capacidad de
generalización. Bodén y Wiles (2000), por otra parte, entrenaron una red
secuencial en cascada de segundo orden con BPTT; para un conjunto de
entrenamiento con n ∈ [1, 10], las mejores redes generalizaban a n ∈ [1, 18],
pero el entrenamiento solo finalizaba con éxito un 2% de las veces (Bodén y
Wiles 2002).

En cualquier caso, debe matizarse que en esta tarea la RNR no se entrena
con un lenguaje no regular, ya que una parte finita de un lenguaje como
anbncn es directamente regular. De lo que se trata (Bodén y Wiles 2002)
al estudiar la capacidad de generalización de la red es de comprobar si esta
descubre una solución distinta a la de un autómata finito.

En esta tesis extenderemos los resultados obtenidos sobre anbncn por
Gers y Schmidhuber (2001) con LSTM y descenso por el gradiente para
comprobar si se mantienen, empeoran o mejoran al usar el FKED.

5.3. Desambiguación categorial

Son varios los enfoques propuestos para la desambiguación categorial
automática. La mayoŕıa pueden asociarse a uno de los siguiente grupos:

1. Enfoques basados en reglas (Brill 1992), que se basan en el conoci-
miento lingǘıstico para determinar la categoŕıa léxica de una palabra
ambigua;
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2. Enfoques estad́ısticos, que usan las estad́ısticas recogidas de textos
completa o parcialmente etiquetados para estimar la verosimilitud de
cada posible interpretación de una frase o fragmento de esta y esco-
ger la desambiguación más verośımil; los más representativos de estos
métodos son los modelos ocultos de Markov (MOM) (Cutting et al.
1992; Rabiner 1989) entrenados mediante el clásico algoritmo de Baum
y Welch; este método se discute con detalle en el apéndice A.

3. Evidentemente, son también posibles los enfoques h́ıbridos que com-
binan caracteŕısticas de los dos anteriores.

Todas las técnicas neuronales se engloban principalmente dentro del se-
gundo grupo. A continuación las repasamos brevemente.

5.3.1. Trabajos neuronales

Las RNR se han usado ampliamente desde su concepción en tareas de
procesamiento del lenguaje humano. Elman (1990) fue de los primeros en
hacerlo: entrenó su red recurrente simple (RRS) para predecir la siguien-
te palabra de un corpus sintético de oraciones gramaticales sencillas (de
dos o tres palabras) generadas aleatoriamente a partir de un pequeño vo-
cabulario de palabras no ambiguas sin etiquetar. Elman encontró que, tras
el aprendizaje, el estado al que llegaba la red tras leer una palabra per-
mit́ıa agrupar las palabras en categoŕıas que pod́ıan ser identificadas con
las tradicionales (nombre, verbo transitivo, verbo intransitivo, etc.). Para
poder realizar adecuadamente esta agrupación la red teńıa que desarrollar
una forma de obtener al vuelo una representación de la sintaxis de la par-
te de oración vista hasta ese momento. Los resultados de los trabajos de
Elman tienen importantes connotaciones desde el punto de vista cognitivo:
los humanos aprendemos sintaxis y morfoloǵıa simplemente por nuestra ex-
posición continua a las co-apariciones internas en oraciones no etiquetadas.
Este aspecto del trabajo de Elman queda atenuado por la poca verosimilitud
neurobiológica (Forcada y Carrasco 2001) de los modelos de tiempo discreto
que son las RNR.

En esta tesis se estudia la aplicación de una RNR al problema de la
desambiguación categorial de las palabras ambiguas de una oración a partir
de la información almacenada en el estado de la red. Aunque el uso de una
RNR en esta tarea no es del todo nueva (Marques y Lopes 1996), śı que es
la primera vez que el problema se formula como un problema de predicción
y se utiliza un corpus solo parcialmente etiquetado.

Schmid (1994) utiliza un perceptrón sin capa oculta para etiquetar textos
en inglés. Las entradas a la red son una codificación de la palabra actual,
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las p anteriores y las f siguientes (en total p + f + 1 palabras). La red se
entrena para dar como salida la categoŕıa de la palabra actual. Cada palabra
se representa mediante un vector en el que el componente j-ésimo es la
probabilidad de la j-ésima categoŕıa léxica dada la palabra en cuestión (estas
probabilidades se obtienen mediante maxima verosimilitud, contando sobre
un texto completamente etiquetado). En el caso especial de las p palabras
precedentes, la codificación es una combinación lineal de ese vector y la
salida dada por la red para la palabra correspondiente. El etiquetador usa un
diccionario y un árbol de sufijos (un adivinador que determina la categoŕıa
de las palabras que no estén en el diccionario). El entrenamiento consta,
en total, de 4 000 000 iteraciones sobre un corpus de 1 000 000 palabras. Los
resultados se muestran para el caso p = 3 y f = 2, aunque el autor indica
que los resultados son muy similares cuando p = 2 y f = 1. El modelo
neuronal obtiene un 2% de mejora sobre un MOM y resultados similares a
los de un modelo de trigramas. Si se utiliza una capa oculta, los resultados
son a veces ligeramente mejores y otras veces ligeramente peores, por lo que
esta circunstancia no parece influir mucho.

Marques y Lopes (1996) siguen un enfoque muy parecido al anterior para
el portugués, pero usan un conjunto de entrenamiento mucho más pequeño:
un corpus completamente etiquetado de unas 3 400 palabras y entre 5 000
y 10 000 iteraciones de entrenamiento. Además de un perceptrón con y sin
capa oculta, utilizan una RRS. Como contexto usan p = 0 y f = 1. El
número de categoŕıas léxicas consideradas es 35 y los mejores resultados se
obtienen con el perceptrón sin capa oculta. El art́ıculo, sin embargo, no
muestra una comparación con otros métodos.

Ma y Isahara (1997) utilizan también un enfoque similar al de Schmid
(1994), en este caso para el tailandés, pero ampĺıan el modelo neuronal
y utilizan una combinación de perceptrones con una capa oculta. Cada
perceptrón utiliza valores diferentes para el tamaño del contexto (p y f). Los
resultados se combinan de dos maneras distintas: bien tomando la salida de
la red con mayor tamaño de contexto (p+f) que proporciona una estimación
clara para una determinada categoŕıa (neurona con activación superior a un
umbral), o bien decidiendo la categoŕıa de la palabra solo cuando todas las
redes coinciden en una concreta. El conjunto de entrenamiento consta de
3 162 frases con 8 242 palabras ambiguas y el conjunto de categoŕıas léxicas
tiene tamaño 53.

En otro de sus art́ıculos, Ma et al. (1999) consideran un modelo de un
único perceptrón con una capa oculta, pero la salida de la red es corre-
gida mediante un conjunto de reglas de transformación como las utilizadas
por Brill (1992). De esta manera la tasa de acierto del etiquetador mejora al-
rededor de un 1% sobre el modelo neuronal original. Se utiliza un perceptrón
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con capa oculta entrenado mediante retropropagación y la longitud del con-
texto previo y posterior (p y f) se selecciona dinámicamente (prioridad del
contexto más largo). El tamaño del corpus completamente etiquetado usado
en el entrenamiento es mucho menor que el de Schmid (1994): 8 322 frases
con 22 311 palabras ambiguas (número de etiquetas, 47). Los resultados son
ligeramente mejores que los del clasificador multineuronal de Ma y Isahara
(1997).

Como ya se ha indicado, aqúı se estudia un nuevo enfoque para el proble-
ma de la desambiguación de categorias léxicas. Es el primer trabajo de este
tipo que utiliza una RNR y en el que la resolución del problema se plantea
en terminos de predicción.10 Nuestro enfoque guarda cierto parecido con el
enfoque estad́ıstico (en concreto con el de tipo Baum y Welch), ya que solo
se requiere un texto parcialmente etiquetado11 y, bajo ciertas condiciones,
las salidas de la red se pueden interpretar como probabilidades.

5.4. Predicción de señales de voz

Existe un abanico enorme de técnicas de predicción de señales de voz,
aunque, como se indicó en el apartado 1.2.4, las lineales son las más usadas
con diferencia por su equilibrio entre sencillez y eficiencia.

Aśı, suele utilizarse un filtro FIR o un filtro IIR (véase el apartado 3.1.4)
entrenados mediante alguno de los múltiples algoritmos existentes (Oppen-
heim y Schafer 1989; Proakis y Manolakis 1996).

5.4.1. Trabajos neuronales

Las RNR aparentan ser una buena alternativa no lineal para la predicción
de voz: la memoria resultante de la existencia de conexiones recurrentes y
la capacidad de adaptarse a cambios en el entorno las hace, en principio,
apropiadas para señales no estacionarias como la voz.

Los únicos trabajos sobre predicción de señales de voz en tiempo real
con RNR siguen la ĺınea del trabajo de Haykin y Li (1995), que diseñaron
una RNRC (véase el caṕıtulo 3) para realizar la predicción de señales de
voz. La RNRC se usa en una sucesión en cascada de predictores no lineales
y lineales.

10Como usamos corpus no etiquetados, la red se entrena para predecir la clase de am-
bigüedad de la siguiente palabra y no para emitir la clase de ambigüedad o la etiqueta
correcta de la palabra actual (predicción versus desambiguación).

11Aunque los trabajos neuronales citados anteriormente usaban corpus etiquetados a
mano relativamente pequeños, el nuestro los evita por completo.
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Baltersee y Chambers (1998) comprobaron que el rendimiento de la
RNRC es insuficiente (comparable al de un filtro lineal) cuando se utiliza
para su entrenamiento el descenso por el gradiente con RTRL y propusieron
en su lugar el uso del FKED. Con este último, obtuvieron mejoras de unos
2 dB sobre un filtro lineal. Debe señalarse, sin embargo, que los resultados
presentados en ambos art́ıculos pertenecen al caso mejor : solo se realiza un
único experimento con parámetros ad hoc.

Como ya se vio, la RNRC se compone de varias RPR de primer orden
que comparten los mismos valores de sus pesos y que están conectadas de
tal manera que la salida de una de ellas es la entrada de la siguiente. La
RNRC puede considerarse como un modelo diseñado ad hoc (de hecho, no
existen otros trabajos que las usen). No hay, sin embargo, estudios sobre
el rendimiento de RNR clásicas de propósito general al aplicarlas a la pre-
dicción en ĺınea de señales de voz. En esta tesis se compara los resultados
de Baltersee y Chambers (1998) con los nuevos resultados obtenidos para
algunas RNR clásicas. La predicción se realiza directamente sobre la señal
de voz sin preprocesar.



6. COMPRESIÓN DE SECUENCIAS SIMBÓLICAS

Este caṕıtulo estudia el uso de las RNR como modelo de probabili-
dad para un compresor aritmético de texto en lenguaje natural. Como
aperitivo se estudia la compresión de secuencias más sencillas, princi-
palmente derivadas de máquinas de estados finitos. Las ideas básicas de
este caṕıtulo se han publicado en las actas de un congreso internacional
(Pérez-Ortiz et al. 2001b) y en una revista internacional (Pérez-Ortiz
et al. 2001c).

La introducción a los conceptos de este caṕıtulo puede encontrarse en
los apartados 1.2.1 y 5.1.

6.1. Método

Se trata de estudiar la idoneidad de las RNR como modelo de proba-
bilidad del siguiente śımbolo de una secuencia procesada en ĺınea, es decir,
se ha de proporcionar una salida inmediata ante cada nuevo śımbolo pro-
cesado sin posibilidad de reconsiderar la subsecuencia ya contemplada. La
existencia de un modelo correcto de este tipo se puede utilizar para compri-
mir las secuencias por medio de, por ejemplo, un compresor aritmético. De
hecho, puede considerarse de forma equivalente que los experimentos inten-
tan evaluar la capacidad predictiva en ĺınea de las RNR y que la compresión
aritmética se usa únicamente para evaluar la calidad del predictor, ya que
cuanto mejor es la predicción, mejor es la razón de compresión obtenida.

Podŕıa alegarse, por tanto, que el habitual error cuadrático medio es una
medida más sencilla e igualmente útil para evaluar la calidad del predictor.
Sin embargo, esta medida solo es aplicable en el caso de que conozcamos
las probabilidades reales de los posibles siguientes śımbolos de la secuen-
cia. En el caso de que estas probabilidades no sean conocidas (como ocurre,
por ejemplo, con las secuencias textuales), el error solo puede basarse en
la diferencia entre el śımbolo predicho (normalmente aquel con mayor pro-
babilidad) y el observado en el siguiente instante de tiempo. Es necesaria,
por tanto, una forma de error alternativa que considere el vector completo

83
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de probabilidades estimadas: la compresión aritmética es una solución ade-
cuada. En definitiva, la codificación aritmética es una alternativa emṕırica
para medir la calidad de un predictor (neuronal o no) cuando no se pueden
calcular los valores teóricos.

Como modelo de probabilidad de referencia para un compresor aritmético
usaremos el programa de Nelson (1991) con un modelo combinado de [0, 4]-
gramas.

6.1.1. Secuencias de estados finitos

A modo de aperitivo, consideraremos unas secuencias de estructura más
sencilla que las de texto. Estas secuencias se basan principalmente en
máquinas de estados finitos y es previsible obtener buenos resultados con
ellas, ya que se ha demostrado que las RNR son capaces de aprender fue-
ra de ĺınea lenguajes regulares (Cleeremans et al. 1989) e incluso emular
máquinas de estados finitos (Carrasco et al. 2000).

Las secuencias de estados finitos se derivan de lo que llamaremos fuen-
tes secuenciales de estados finitos (FSEF), que pueden definirse como una
qúıntupla M = (Σ, Q, qI , δ, P ), donde

• Σ = σ1, . . . , σ|Σ| es el alfabeto de entrada.

• Q = q1, . . . , q|Q| es un conjunto finito no vaćıo de estados.

• qI es el estado inicial, qI ∈ Q.

• δ es la función de transición de estado, δ : Q× Σ → Q.

• P es un conjunto de probabilidades de transición de estados de la
forma p(qj , σi), que indica la probabilidad de que el estado qj ∈ Q
emita el śımbolo σi ∈ Σ y se realice una transición al estado δ(qj , σi).
Nótese que para todo qj se tiene que

∑
i p(qj , σi) = 1.

Una fuente secuencial de estados finitos (FSEF) puede considerarse como
un autómata finito determinista (Hopcroft y Ullman 1979) en el que cada
transición tiene una probabilidad, no existen estados de aceptación y la
longitud de las secuencias generadas puede ser arbitrariamente larga.1

La figura 6.1 muestra la FSEF 1, una FSEF sencilla que se usará en los
experimentos. Un buen predictor para las secuencias generadas a partir de

1Para ello debemos exigir que no existan en la fuente estados de absorción, pero esto
viene forzado por la propia definición, que obliga a que la suma de las probabilidades del
siguiente śımbolo para un estado determinado sea uno.
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Figura 6.1: Diagrama de transiciones de la FSEF 1. El śımbolo inicial aparece
etiquetado como qI . Todas las transiciones que parten de un mismo estado son
equiprobables.

esta fuente debe tener una pequeña memoria a corto plazo para predecir
correctamente el śımbolo que sigue a X.

La figura 6.2 muestra la FSEF 2 basada en el autómata de Reber (Smith
y Zipser 1989), al que se ha añadido una conexión recurrente que permita
generar secuencias de longitud indeterminada.2

La FSEF 3, una versión continua del autómata de Reber simétrico (Smith
y Zipser 1989), se muestra en la figura 6.4. Esta FSEF presenta dependencias
a largo plazo (provocadas por los śımbolos P o T ), aunque estas apenas se
manifiestan durante una secuencia.

6.1.2. Secuencias caóticas

Las fuentes secuenciales anteriores se basaban en la existencia de un esta-
do representado por el conjunto Q. La fuente se encuentra en cada instante
de tiempo en un determinado estado y a partir de él puede determinarse en
cierta medida su evolución inminente. En esta sección se discute una fuente
secuencial no basada en estados finitos: una fuente caótica.

Un sistema dinámico (siempre no lineal) se considera caótico3 si presenta
un comportamiento aperiódico (esto es, resultado de oscilaciones que no
se repiten nunca, de periodo infinito) resultado de un modelo totalmente

2En adelante se usará en ocasiones el nombre del autómata finito subyacente para
referirse a la FSEF obtenida a partir de él.

3Para una buena introducción a la teoŕıa del caos y para la definición de los términos
utilizados en los siguientes párrafos puede consultarse el libro de Mart́ın et al. (1995) o el
de Hilborn (2000).
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Figura 6.2: Diagrama para la FSEF 2 basada en el autómata de Reber. Todas las
transiciones que parten de un mismo estado son equiprobables. Las transiciones no
mostradas en el diagrama tienen probabilidad nula.
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Figura 6.3: Diagrama de transiciones para el autómata de Reber estándar.

determinista y que presenta gran sensibilidad a las condiciones iniciales.
La sensibilidad a las condiciones iniciales implica que existe una divergencia
exponencial de trayectorias inicialmente muy próximas en el espacio de fases,
fenómeno que se conoce como estiramiento. Otra propiedad existente sobre
el espacio de fases y opuesta al estiramiento es el plegamiento, que conlleva
que dos trayectorias muy lejanas pueden eventualmente acercarse.
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Figura 6.4: Diagramas de transiciones para la FSEF 3, obtenida a partir del
autómata de Reber de la figura 6.3. Todas las transiciones que parten de un mismo
estado son equiprobables. Las transiciones no mostradas en el diagrama tienen
probabilidad nula. La ĺınea inferior indica la variante continua; la discontinua se
conoce normalmente como autómata de Reber simétrico.

Si representamos la trayectoria de un punto inicial bajo un sistema
dinámico caótico, veremos que las dos fuerzas anteriores entran en acción
de forma que se genera una estructura confinada en una región del espacio
de fases que se conoce como atractor extraño. Las trayectorias del espacio
de fases nunca se cortan entre śı, pues esto supondŕıa un comportamiento
periódico. Antes del descubrimiento del caos, los ciclos ĺımite eran los atrac-
tores más complejos que se conoćıan. Hoy d́ıa se puede decir que cada tipo
de sistema caótico lleva asociado atractores de caracteŕısticas peculiares.

Las particularidades del atractor extraño lo convierten en un posible
generador de secuencias caóticas. Para que estas secuencias sean simbólicas
debe realizarse una división en regiones del espacio de fases, de forma que
se asocie un śımbolo a cada una de ellas.

En los experimentos consideraremos una secuencia obtenida de la evolu-
ción de la actividad de un láser real en regimen caótico (Weigend y Gershen-
feld 1994), convertida en simbólica siguiendo el mismo procedimiento que
Tiňo et al. (2000), mostrado a continuación.

El laser caótico produce subsecuencias relativamente predecibles seguidas
por subsecuencias de alta impredicibilidad que requieren una memoria mayor
(Tiňo et al. 2000). La secuencia numérica de activaciones del láser y[t] se
convierte en una secuencia simbólica s[t] sobre el alfabeto Σ = {a, b, c, d}
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mediante la transformación:

s[t] =





a 0 ≤ ∆y[t] < ρ2

b ρ2 ≤ ∆y[t]
c ρ1 ≤ ∆y[t] < 0
d ∆y[t] < ρ1

(6.1)

donde ∆y[t] = y[t] − y[t − 1] y los parámetros ρ1 y ρ2 se hacen correspon-
der con los percentiles del 10% y del 90%, respectivamente, obtenidos por
adelantado sobre la secuencia de activaciones del láser.

6.1.3. Textos

La dinámica de los textos en lenguaje humano es complicada. Puede
considerarse un texto en lenguaje humano como una secuencia sobre un
alfabeto finito Σ formado, en el caso de alfabetos occidentales, por las letras
mayúsculas, las letras minúsculas, los d́ıgitos y los signos de puntuación,
entre otros. Esto hace que el tamaño del alfabeto sea demasiado grande
para algunos experimentos concretos, por lo que a veces los textos reales se
transforman en versiones simplificadas de los mismos, prescindiendo de los
signos de puntuación o convirtiendo todas las minúsculas a mayúsculas, por
ejemplo.

Nosotros consideraremos algunos textos en inglés pertenecientes a un
conjunto de ensayos sobre la obra del director de cine polaco Krzysztof
Kieslowski.4 Los textos reales se convirtieron en textos sintéticos sobre un
alfabeto más reducido de |Σ| = 27 śımbolos ignorando los d́ıgitos y signos de
puntuación y convirtiendo todos los caracteres alfabéticos a mayúsculas sin
acentuar. De esta manera los textos están formados únicamente por letras
mayúsculas y espacios en blanco.

6.2. Parámetros

Los resultados que se muestran más adelante ilustran la razón de com-
presión (RC) en función del número de neuronas de estado, nX . Se usó
codificación exclusiva para los śımbolos; los valores de nU y nY dependen,
por tanto, del tamaño del alfabeto correspondiente. Los modelos de RNR
son la RRS y la RPR, entrenados tanto con descenso por el gradiente como
con el FKED con las derivadas calculadas según RTRL. Nótese que en los
experimentos nX = 0 significa que no hay neuronas de estado; en el caso de
la RRS esto implica, además, que solo se ajustan los sesgos de las neuronas
de salida.

4Estos textos se encuentran en http://www.petey.com/kk/.
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La tasa de aprendizaje del descenso por el gradiente es α = 0.9 y el
momento es γ = 0.4, valores que fueron escogidos tras experimentos pre-
liminares. En el caso del FKED se tomaron los siguientes valores de los
parámetros del algoritmo:

• Q[t] : 10−2 T=1000−→ 10−6

• R[t] : 100 T=1000−→ 3

• P [0] = 100I

Los resultados neuronales mostrados son la media aritmética de 7 experi-
mentos distintos sobre cada secuencia; la varianza es muy pequeña en todos
los casos y no se mostrará. Los valores iniciales de los pesos se tomaron de
una distribución uniforme en [−0.2, 0.2]. Consideraremos los tres tipos de
secuencias comentados anteriormente: secuencias generadas por máquinas
de estados finitos, secuencias caóticas y textos en lenguaje humano.

También se realizaron experimentos con la RTR y la red NARX; como
las RC obtenidas son similares, bien a las de la RRS, bien a las de la RPR
(dependiendo de la secuencia y de los parámetros concretos considerados),
omitiré los resultados de aquellas.

6.3. Resultados

6.3.1. Secuencias de estados finitos

El cuadro 6.1 muestra los resultados obtenidos con gzip, bzip2 y el
compresor aritmético de Nelson (1991) con [0, 4]-gramas para secuencias de
longitud 20 000 derivadas de las FSEF comentadas anteriormente. Ya que
tenemos las máquinas generadoras de estas secuencias, podemos también
utilizar el compresor aritmético con el modelo exacto de probabilidad. De-
bido a las propiedades de la codificación aritmética, esto dará la mejor RC
posible. Los resultados de este modelo se muestran en el cuadro 6.1 en la
fila etiquetada como “aritmético exacto”.

Las figuras 6.5 a 6.7 muestran los resultados obtenidos por la RRS y
la RPR. Como se puede ver, el número de neuronas de estado afecta a la
RC obtenida, aunque para valores de nX ≥ 10 esta influencia no es muy
significativa. Ambos modelos, RRS y RPR, dan resultados comparables. El
FKED proporciona RC cercanas a las del modelo de [0, 4]-gramas (que, a su
vez, son cercanas a las del compresor exacto), mientras que las del descenso
por el gradiente son inferiores.



90 6. COMPRESIÓN DE SECUENCIAS SIMBÓLICAS

FSEF 1 FSEF 2 FSEF 3
Aritmético exacto 11.93 3.99 5.10
[0, 4]-gramas 11.29 3.83 4.23
gzip 6.10 2.27 2.46
bzip2 8.89 3.34 3.63

Cuadro 6.1: Razones de compresión obtenidas para las FSEF con compresores no
neuronales.
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Figura 6.5: Razones de compresión para la secuencia derivada de la FSEF 1. Se
muestran los resultados con RPR y descenso por el gradiente (¤), RRS y descenso
por el gradiente (◦), RPR y FKED (M), y RRS y FKED (♦). La ĺınea constante
es la razón de compresión del modelo de [0, 4]-gramas, indicada también en el
cuadro 6.1.

Aunque no se mostrará aqúı, es posible encontrar para cada secuencia y
modelo particular un conjunto de valores de los parámetros ajustables que
acercan aún más las RC neuronales a las del modelo exacto.

6.3.2. Secuencias caóticas

Los resultados para la secuencia del láser caótico de longitud 10 000 con
las RNR se muestran en la figura 6.8. El modelo de [0, 4]-gramas da una RC
de 2.73 para esta secuencia. Evidentemente, en este caso no cabe hablar de
un modelo de probabilidad exacto.

Al usar descenso por el gradiente, las diferencias entre la RRS y la RPR
son mayores que antes. De nuevo, el FKED supera con creces los resultados
del descenso por el gradiente. En cualquier caso, la RPR entrenada con este
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Figura 6.6: Razones de compresión para la secuencia derivada de la FSEF 2. Se
muestran los resultados con RPR y descenso por el gradiente (¤), RRS y descenso
por el gradiente (◦), RPR y FKED (M), y RRS y FKED (♦). La ĺınea constante
es la razón de compresión del modelo de [0, 4]-gramas, indicada también en el
cuadro 6.1.
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Figura 6.7: Razones de compresión para la secuencia derivada de la FSEF 3. Se
muestran los resultados con RPR y descenso por el gradiente (¤), RRS y descenso
por el gradiente (◦), RPR y FKED (M), y RRS y FKED (♦). La ĺınea constante
es la razón de compresión del modelo de [0, 4]-gramas, indicada también en el
cuadro 6.1.

algoritmo da RC (con nX > 4) similares a las del modelo de [0, 4]-gramas, y
el FKED (independientemente del modelo neuronal) consigue razones mucho
mayores (cercanas a 4).
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Figura 6.8: Razones de compresión para la secuencia del láser caótico. Se mues-
tran los resultados con RPR y descenso por el gradiente (¤), RRS y descenso por
el gradiente (◦), RPR y FKED (M), y RRS y FKED (♦). La ĺınea constante es la
razón de compresión del modelo de [0, 4]-gramas.

decalog1 kiesdis3 vidwchdg

[0, 4]-gramas 1.74 1.75 1.85
gzip 1.53 1.58 1.60
bzip2 1.71 1.72 1.83

Cuadro 6.2: Razones de compresión para las secuencias de texto con compresores
no neuronales.

6.3.3. Textos en lenguaje humano

Ahora aplicaremos la misma estrategia que en los apartados anteriores
para estudiar la influencia del algoritmo de aprendizaje y del número de
estados en las razones de compresión obtenidas para tres textos en inglés.
El cuadro 6.2 muestra las RC con gzip, bzip2 y el modelo de [0, 4]-gramas.
Obviamente, tampoco existe ningún modelo de probabilidad exacto en es-
te caso. El número de śımbolos de cada secuencia es: decalog1, 19 385;
kiesdis3, 18 666; y vidwchdg, 62 648.

Las figuras 6.9 a 6.11 (prácticamente idénticas) muestran las RC obte-
nidas por las RNR para las tres secuencias de texto consideradas. Puede
observarse fácilmente que ambos modelos tienen problemas para aprender
las estad́ısticas de las secuencias: el valor de nX no tiene una influencia
clara en la RC obtenida con la RPR. En el caso de una RPR, esto implica
que la red está desarrollando una especie de modelo de bigramas: solo el
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Figura 6.9: Razones de compresión para la secuencia en inglés decalog1. Se
muestran los resultados con RPR y descenso por el gradiente (¤), RRS y descenso
por el gradiente (◦), RPR y FKED (M), y RRS y FKED (♦). La ĺınea constante
es la razón de compresión del modelo de [0, 4]-gramas, indicada también en el
cuadro 6.2.

śımbolo actual se considera al predecir el siguiente. La RRS, por otro lado,
usa sus neuronas de estado, ya que a valores mayores de nX las RC son
también mayores, pero los resultados son peores que los de la RPR. Debe
destacarse, no obstante, que los resultados obtenidos con las otras técnicas
son solo ligeramente mejores.

El FKED, por otra parte, explota positivamente (al menos parcialmente)
el número de neuronas de estado. A pesar de estos resultados ligeramente
mejores (en consonancia con lo comprobado hasta ahora para este algorit-
mo), las RC son todav́ıa mucho menores que las obtenidas con el modelo de
n-gramas.

6.4. Discusión

El algoritmo de entrenamiento del FKED supera al de descenso por el
gradiente cuando se trata de predecir en ĺınea los śımbolos de una secuencia
simbólica. En el caso de las secuencias de estados finitos, los resultados
del FKED son comparables a los obtenidos con n-gramas y están cerca del
óptimo. Al procesar la secuencia caótica, incluso los resultados del descenso
por el gradiente son similares a los del modelo de [0, 4]-gramas y el FKED los
supera notablemente. Sin embargo, al trabajar con secuencias en lenguaje
humano, los resultados del FKED son mucho peores que los de un modelo
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Figura 6.10: Razones de compresión para la secuencia en inglés kiesdis3. Se
muestran los resultados con RPR y descenso por el gradiente (¤), RRS y descenso
por el gradiente (◦), RPR y FKED (M), y RRS y FKED (♦). La ĺınea constante
es la razón de compresión del modelo de [0, 4]-gramas, indicada también en el
cuadro 6.2.
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Figura 6.11: Razones de compresión para la secuencia en inglés vidwchdg. Se
muestran los resultados con RPR y descenso por el gradiente (¤), RRS y descenso
por el gradiente (◦), RPR y FKED (M), y RRS y FKED (♦). La ĺınea constante
es la razón de compresión del modelo de [0, 4]-gramas, indicada también en el
cuadro 6.2.

de [0, 4]-gramas. La predicción sobre textos en lenguaje humano parece ser
una tarea dif́ıcil para ambos algoritmos.
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Debe tenerse en cuenta, sin embargo, que el número de parámetros de
un modelo combinado de n-gramas como el utilizado en el compresor de
Nelson (donde n = 4, 3, 2, 1, 0) es muy superior al de las RNR utilizadas en
este trabajo. El número teórico máximo de parámetros de un modelo de n-
gramas es |Σ|n donde Σ es el alfabeto de las secuencias sobre las que trabaja
el predictor.5 La RRS utilizada en los experimentos, por ejemplo, tiene un
número de pesos igual a (|Σ| ·nX)2 +n2

X +nX + |Σ|; a este número de para-
metros habŕıa que añadirle los utilizados por el algoritmo de entrenamiento
correspondiente.

Puede afirmarse, en definitiva, que el FKED supera al descenso por
el gradiente cuando se trata de predecir los śımbolos de una secuencia
simbólica. El FKED, sin embargo, tiene una complejidad temporal supe-
rior a la del descenso por el gradiente. La dinámica de los textos reales, en
cualquier caso, parece ser demasiado compleja para ser aprendida en ĺınea
correctamente por una RNR.

Finalmente, debe tenerse en cuenta que los experimentos realizados con
las máquinas de estados finitos no permiten detectar si la RNR ha aprendido
completamente las máquinas correspondientes. Por ejemplo, la FSEF 3
presenta dependencias a largo plazo, como veremos en el caṕıtulo siguiente,
que se manifiestan relativamente de tarde en tarde. Estas dependencias
no suelen ser aprendidas adecuadamente por las RNR consideradas en este
caṕıtulo, pero debido a su aparición ocasional, este hecho apenas aparecerá
reflejado en las RC obtenidas.

Alternativas de predicción de textos. En todos los experimentos con
textos en lenguaje natural realizados con RNR en este caṕıtulo, el valor 1.5
parece ser una cota superior de las RC obtenibles (véase las figuras 6.9
a 6.11). Aunque es necesario un estudio más profundo de los motivos de
este comportamiento, los resultados apuntan a que la RNR no es capaz
de desarrollar un modelo adecuado de los contextos de la secuencia similar
al que desarrolla un modelo de [0, 4]-gramas. Sin embargo, el rendimiento
de las RNR no es tan malo si se compara con otros modelos como el que
veremos a continuación.

Forcada (2001) ha estudiado la construcción de autómatas estocásticos
de estados finitos para implementar un sistema de predicción textual similar
al que incorporan los teléfonos móviles actuales a la hora de escribir un
mensaje. Aunque sus resultados son para el catalán, lo cierto es que la razón

5A la hora de una implementación real, el espacio requerido es inferior a |Σ|n, ya que
muchos de los parámetros nunca se alteran y conservan su valor inicial. Es posible, por
tanto, encontrar formas eficientes de almacenar estos parámetros, por ejemplo, utilizando
árboles (Nelson 1991). Aún aśı el número de parámetros utilizados es con diferencia
superior al de las RNR utilizadas en los experimentos.
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de compresión obtenida por estos sistemas es muy similar a la obtenida en
este caṕıtulo para RNR.

En efecto, Forcada (2001) considera un alfabeto de aproximadamente 40
śımbolos y un teclado de 10 teclas. Si no se utiliza predicción de ningún
tipo, el número de bits por śımbolo al codificar un mensaje será log2 40 =
5.32. Si se considera un predictor, en lugar de enviar los distintos śımbolos
codificados, se puede considerar enviar la secuencia de teclas pulsadas por
el usuario para escribir el mensaje.

Pues bien, Forcada (2001, cuadro 3) asegura que el número medio de
pulsaciones por śımbolo realizadas al utilizar una estrategia predictiva es
1.11. Como la codificación de cada una de las 10 teclas requiere log2 10 =
3.32, el número medio de bits por śımbolo al codificar un mensaje será
1.11× 3.32 = 3.67. Luego la RC será de:

5.32
3.67

= 1.45

Este resultado se aproxima bastante a los obtenidos por las RNR en los
experimentos de este caṕıtulo.



7. INFERENCIA DE LENGUAJES CON
DEPENDENCIAS A LARGO PLAZO

En este caṕıtulo se estudia la inferencia en ĺınea de un lenguaje regular
y la inferencia fuera de ĺınea de un lenguaje sensible al contexto, ambas
planteadas como un problema de predicción. Los dos lenguajes presen-
tan marcadas dependencias a largo plazo por lo que no suelen ser bien
aprendidos por las RNR tradicionales. Los resultados de estas se com-
paran con los de la red LSTM, teóricamente adecuada para manejar
este tipo de dependencias. Los contenidos de este caṕıtulo, publica-
dos en varios congresos internacionales (Gers et al. 2002b; Pérez-Ortiz
et al. 2002b; Gers et al. 2002a) y aceptados con modificaciones en una
revista internacional (Pérez-Ortiz et al. 2002a), muestran el primer uso
de LSTM en tareas de predicción en ĺınea, aśı como la primera ocasión
en que el FKED se aplica a este modelo.

Los experimentos de inferencia desarrollados en este caṕıtulo pueden
dividirse en dos grupos: relativos a la inferencia en ĺınea de un lenguaje
regular derivado del autómata de Reber simétrico (Smith y Zipser 1989)
y relativos a la inferencia fuera de ĺınea del lenguaje sensible al contexto
anbncn. Por ello, cada uno de los siguientes apartados aparece dividido en
estos dos bloques.

Como introducción a los contenidos de este caṕıtulo, puede consultarse
las secciones 1.2.2 y 5.2.

7.1. Método

Aprendizaje del lenguaje de Reber

En este experimento, se usa principalmente LSTM con compuertas de
olvido, pero sin conexiones de mirilla (véase el caṕıtulo 3), para predecir el
siguiente śımbolo sobre una secuencia simbólica continua con dependencias
a largo plazo. También se muestran los resultados obtenidos con RNR tra-
dicionales. El énfasis se pone en el procesamiento en ĺınea puro, es decir, los

97
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pesos se actualizan śımbolo a śımbolo y la secuencia de entrada es única y
no está dividida en subsecuencias claramente demarcadas.

Gers et al. (2000) estudian un problema similar, pero abordado desde un
punto de vista próximo a lo que hemos llamado en el apartado 4.1.1 apren-
dizaje en ĺınea por secuencias. En sus experimentos, los pesos se actualizan
tras la presentación de cada śımbolo: una estrategia propia del aprendizaje
en ĺınea puro. Sin embargo, la secuencia actual de entrada se rechaza tan
pronto como la red comete un error sobre ella; a continuación, la red se
inicializa y el procesamiento continúa con una nueva secuencia: esta forma
de presentar la información a la red es más propia del aprendizaje fuera de
ĺınea. Además, la red se evalúa con los pesos congelados. El enfoque adopta-
do en su trabajo puede considerarse, por tanto, a medio camino entre ambos
tipos de aprendizaje.

Aqúı aplicaremos la red LSTM y la RRS al mismo tipo de secuencias,
pero con un enfoque en ĺınea puro: existe un único flujo de entrada, el
aprendizaje continúa aunque la red cometa errores, y el entrenamiento y la
evaluación no están divididos en fases separadas. En el aprendizaje en ĺınea
puro, es importante que la red sea capaz de desarrollar un modelo sin poder
apoyarse en las inicializaciones que permiten “arrancar” las redes desde un
determinado punto fijo. Podemos decir que este tipo de entrenamiento es
en “cáıda libre”, ya que carece siquiera de este mı́nimo punto de apoyo.

Por otro lado, en el trabajo de Gers et al. (2000) solo se utilizaba el algo-
ritmo de descenso por el gradiente. Aqúı se aplicará el FKED por primera
vez al modelo LSTM.

La secuencia de entrada se genera a partir de la variante continua del
autómata de Reber simétrico (FSEF 3), que se muestra en la figura 6.4.
Como se aprecia en la figura, las dependencias a largo plazo aparecen porque,
en ocasiones, determinar si el siguiente śımbolo de la secuencia es P o T exige
considerar la historia antigua de la secuencia.

Contaremos el número de śımbolos que necesita la red LSTM para ge-
nerar predicciones sin error durante al menos 1000 śımbolos, número que
representaremos mediante β1000; aqúı “sin error” quiere decir que el śımbolo
correspondiente a la neurona ganadora sea uno de los śımbolos para los que
existe una transición desde el estado actual del autómata de Reber simétrico.

Por otro lado, al aprender en ĺınea, la presencia recurrente de determi-
nadas subsecuencias hace que la red olvide la historia pasada y conf́ıe en
las observaciones más recientes.1 Por ello, tras un periodo de entrenamiento

1De hecho, esto es lo que uno esperaŕıa de un modelo que es capaz de actuar correcta-
mente bajo entornos no estacionarios.
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inicial es habitual que las RNR (LSTM en especial) cometan algunos errores
aislados, tras lo que siguen realizando predicciones correctas. Para tener una
medida más tolerante de la calidad predictiva del sistema, medimos también
el momento en el que se produce el error n-ésimo tras las 1000 primeras pre-
dicciones sucesivas sin error: consideraremos dos valores para n, a saber, 1
y 10, que representaremos mediante β1

1000 y β10
1000, respectivamente.

Aprendizaje de anbncn

En este experimento utilizaremos la red LSTM con compuertas de olvido
y conexiones de mirilla2 para aprender y generalizar el lenguaje sensible al
contexto anbncn. Como se comentará más adelante, el modo de entrena-
miento será en ĺınea por secuencias o fuera de ĺınea por secuencias, según el
algoritmo de entrenamiento concreto utilizado.

La red observará secuencialmente, śımbolo a śımbolo, muestras positivas
del lenguaje. El objetivo en cada iteración es predecir los posibles śımbolos
siguientes, incluido el śımbolo de fin de cadena $, que es también un śımbolo
especial de arranque con el que comienzan todas las secuencias.3 Cuando
es posible más de un śımbolo en el siguiente paso, todos ellos deben ser
predichos adecuadamente y ninguno de los otros. Por ejemplo, en el caso de
n = 3, las entradas y salidas deseadas seŕıan:

Entrada: S a a a b b b c c c
Salida deseada: a/$ a/b a/b a/b b b c c c $

Una secuencia es aceptada si todas las predicciones realizadas sobre ella
son correctas y rechazada en caso contrario. Diremos que el sistema ha
aprendido el lenguaje hasta las secuencias de longitud L, si es capaz de
predecir todas las secuencias con tamaño menor o igual que L.

En cuanto al entrenamiento y la evaluación, ambos se turnan: cada 1000
secuencias de entrenamiento, los pesos de la red se congelan y se procede a
la evaluación. Los conjuntos de aprendizaje y evaluación incorporan todas
las secuencias válidas (solo muestras positivas) con longitud menor o igual
a 3n. El entrenamiento termina cuando en un turno o época se aceptan
todas las cadenas del conjunto de entrenamiento. Los resultados mostrados
son la media aritmética de los obtenidos con 10 redes entrenadas indepen-
dientemente con diferentes inicializaciones de los pesos (las mismas para
cada experimento). Llamaremos conjunto de generalización al conjunto de
evaluación más grande que es aceptado por la red.

2Esta tarea no puede aprenderse sin las conexiones de mirilla.
3Nótese que $ no es un separador, sino un finalizador de secuencias, ya que los modos

de entrenamiento empleados reinician la red tras cada secuencia.
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Estudiaremos el comportamiento de la red LSTM con dos tipos de con-
juntos de entrenamiento para anbncn:

1. con n ∈ [1, N ],

2. con n ∈ [N − 1, N ].

Para valores grandes de N , el segundo caso es más dif́ıcil, ya que no existe
el apoyo de las secuencias más cortas, que son más fáciles de aprender al
atenuar las dependencias a largo plazo. Aqúı nos centraremos en n ∈ [1, 10]
y n ∈ [20, 21].

7.2. Parámetros

Aprendizaje del lenguaje de Reber

Siguiendo lo propuesto por Gers et al. (2000), la red LSTM tiene nM = 4
bloques de memoria con nC = 2 celdas cada uno. Como usamos codificación
exclusiva para los śımbolos y como el tamaño del alfabeto del autómata de
Reber es |Σ| = 7, consideramos una red LSTM con nU = nY = 7. Los
sesgos de las compuertas de entrada Wφ y de salida W γ se inicializan por
bloques: −0.5 para el primer bloque, −1 para el segundo, −1.5 para el
tercero, etc.4 Los sesgos de las compuertas de olvido W λ se inicializan con
valores simétricos: 0.5 para el primer bloque, 1 para el segundo, etc. El resto
de los pesos de la red se inicializan de forma aleatoria según una distribución
uniforme en [−0.2, 0.2].

Como existen conexiones directas entre las entradas y las unidades de
salida, la red LSTM se puede considerar una máquina neuronal de estados
de Mealy.

La función de activación gZ se toma como gZ(x) = gT (x) = tanh(x);
gM (x) es la función identidad; y la función de activación de las compuertas
es la función loǵıstica gC(x) = gL(x).

Los algoritmos de entrenamiento considerados son el descenso por el
gradiente y el FKED. Las derivadas se calculan según RTRL en el caso de la
RRS y según lo indicado en 4.12.1 para la red LSTM. En el caso del descenso
por el gradiente, la tasa de aprendizaje es α = 0.5 y el momento es γ = 0.
En el caso del FKED, los valores para los parámetros libres del algoritmo
son:

• Q[t] : 10−2 T=8000−→ 10−6

4Véase el apartado 3.2 para una discusión sobre esta inicialización.
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• R[t] : 100 T=8000−→ 3

• P [0] = 100I

Los valores anteriores proporcionaron buenos resultados en experimentos
preliminares.

Para comparar los resultados de LSTM con los de una RNR tradicional
se considera una RRS con un número de parámetros muy similar a los del
modelo LSTM: 364 parámetros ajustables tomando nX = 13. Las funciones
de activación gY y gX son la función loǵıstica gL(x) y los parámetros de
entrenamiento los mismos que los indicados arriba para la red LSTM.

Aprendizaje de anbncn

Siguiendo a Gers y Schmidhuber (2001), consideramos una red LSTM
configurada como una máquina neuronal de estados de Mealy con nM =
2 bloques de memoria con nC = 1 celda cada uno.5 Los sesgos de las
compuertas de entrada, olvido y salida (Wφ, W λ y W γ , respectivamente) se
inicializan a −1.0, +2.0 y −2.0, respectivamente (aunque los valores exactos
de esta inicialización no son muy cŕıticos). El resto de pesos se inicializan
aleatoriamente según una distribución uniforme en [−0.1, 0.1]. Las funciones
de activación gZ y gM son la función identidad. La función de activación
de las neuronas de salida es una función loǵıstica con rango (−2, 2), esto es,
gY (x) = 4gL(x)− 2.

Los śımbolos se codifican mediante codificación exclusiva, con la salvedad
de que en lugar de vectores unitarios se consideran vectores cuyos compo-
nentes son +1 o −1 para ampliar el rango. Como tenemos los tres śımbolos
a, b, c y el marcador especial, queda nU = nY = 4. Con +1 se indica que
un determinado śımbolo está activado y con −1 que no lo está; la frontera
de decisión para la salida de la red es 0.

En el caso del algoritmo de descenso por el gradiente, los pesos se actuali-
zan fuera de ĺınea tras cada secuencia. Se consideran dos formas de descenso
por el gradiente: con un momento (Plaut et al. 1986) de valor γ = 0.99 o
sin él. Los resultados se muestran para diversos valores de la tasa de apren-
dizaje α. Como máximo se presentan 107 secuencias de entrenamiento y se
evalúa con secuencias de longitud máxima menor que 1500 (n ≤ 500).

En el caso del FKED se utiliza un entrenamiento también por secuencias,
pero esta vez en ĺınea. Los parámetros utilizados en el FKED son para el
caso n ∈ [1, 10]:

5Esto hace que el número total de pesos a ajustar sea 84 (72 conexiones entre unidades
y 12 sesgos).
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• Q[t] : 5 · 10−3

• R[t] : 100 T=1000−→ 1

y para el caso n ∈ [20, 21]:

• Q[t] : 5 · 10−3 T=1000−→ 10−6

• R[t] : 100 T=1000−→ 1

Los valores anteriores proporcionaron buenos resultados en experimentos
preliminares, pero no son cŕıticos en el sentido de que hay un amplio rango
de valores que resultan en un redimiento similar. La influencia del otro
parámetro, la matriz de covarianza del error inicial P [0], se estudiará más
adelante. El máximo número de secuencias presentadas en el caso del FKED
es 105 y la evaluación se realiza con secuencias de longitud máxima menor
o igual a 30 000 (n ≤ 10 000).

7.3. Resultados

Aprendizaje del lenguaje de Reber

Resultados con la red LSTM con descenso por el gradiente. El
cuadro 7.1 muestra los resultados para 9 secuencias diferentes sobre 9 redes
LSTM inicializadas independientemente y entrenadas con el algoritmo origi-
nal de descenso por el gradiente. En uno de los casos (fila 5), no se hallaron
subsecuencias de predicción correctas (para 1000 śımbolos seguidos) tras los
primeros 1 000 000 śımbolos; esto se indica en el cuadro mediante 1 000 000+.

Es de destacar que el número medio de śımbolos necesarios para aprender
a predecir sostenidamente con el método en ĺınea puro (miles de śımbolos) es
mucho más pequeño que los necesitados por Gers et al. (1999; 2000) (millones
de śımbolos). Esto reafirma la rapidez de aprendizaje del entrenamiento en
ĺınea.

Resultados de LSTM con el FKED. El rendimiento es mucho mejor con
el FKED. El tiempo necesario para obtener 1000 predicciones seguidas sin
error, β1000, es generalmente inferior que el usado por el algoritmo original
de entrenamiento basado en el descenso por el gradiente, lo que indica una
convergencia más rápida (compárese con el cuadro 7.2). Sin embargo, el
número de śımbolos procesados antes del décimo error, β10

1000, es también
inferior, indicando una degradación del rendimiento más rápida. El FKED
parece incrementar la capacidad de aprendizaje en ĺınea a la vez que reduce
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Red β1000 β1
1000 β10

1000

1 39229 143563 178229
2 102812 111442 144846
3 53730 104163 141801
4 54565 58936 75666
5 1000000+ – –
6 111483 113715 136038
7 197748 199445 235387
8 54629 123565 123595
9 85707 86742 92312

Cuadro 7.1: Iteraciones necesarias para que la red LSTM (entrenada en ĺınea con
el algoritmo original de descenso por el gradiente) consiga 1000 predicciones correc-
tas seguidas (predicción sostenible). También se muestra el número de iteraciones
antes de que aparezca un error y antes de que aparezcan 10 errores. La red número
5 no mostró ninguna predicción sostenible antes del śımbolo 1 000 000.

Red β1000 β1
1000 β10

1000

1 29304 30347 30953
2 19758 25488 322980
3 20487 22235 24106
4 26175 27542 33253
5 18015 19365 22241
6 16667 29826 1000000+

7 23277 24796 26664
8 1000000+ – –
9 29742 31535 594117

Cuadro 7.2: Iteraciones necesarias para que LSTM (entrenada en ĺınea con
el FKED) consiga 1000 predicciones seguidas correctas. También se muestra el
número de iteraciones antes del siguiente error y de los siguientes 10 errores. La
red 8 no obtuvo una predicción sostenible antes de 1 000 000 de śımbolos. La fila
6 muestra un resultado especialmente bueno: solo se producen 3 errores antes del
śımbolo 1 000 000.

las capacidad de memoria a largo plazo de LSTM. Existen, no obstante, 3
casos destacables (filas 2, 6 y 9 del cuadro 7.2), en los que hace falta una
subsecuencia muy larga (cientos de miles de śımbolos) para que se produzca
el décimo error.

Resultados con la RRS. La RRS entrenada con descenso por el gradiente
con RTRL no puede obtener predicciones sostenibles (β1000), al menos des-
pués de probar con distintas inicializaciones de los pesos y tras secuencias
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Red β1000 β1
1000 β10

1000

1 132827 134035 136155
2 115462 117118 120274
3 57363 58989 61403
4 265088 266227 289391
5 148496 149894 153442
6 357745 359807 363163
7 171768 173997 193946
8 58077 59222 65463
9 154269 155443 158609

Cuadro 7.3: Iteraciones necesarias para que la RRS con nX = 13 entrenada
en ĺınea con el FKED consiga 1000 predicciones seguidas correctas. También se
muestra el número de iteraciones antes del siguiente error y de los siguientes 10
errores.

extremadamente largas de 106 śımbolos.6 Las dependencias a largo plazo
son las culpables de este comportamiento, ya que desde muy pronto (a partir
del śımbolo 3000 o 4000, aproximadamente) la RRS predice correctamente
en todos los casos excepto cuando aparecen los śımbolos P y T del extremo
derecho del autómata.7

Incluso 100 predicciones correctas seguidas ocurŕıan muy de tarde en
tarde, aunque, por otro lado, no es muy ilustrativo considerar valores como
el de β100, ya que hay una probabilidad no despreciable de que la predicción
a largo plazo corresponda al mismo śımbolo durante este intervalo y la RNR
actúe correctamente aun ignorando esa dependencia.

El FKED aplicado a la RRS, sin embargo, śı que permit́ıa predicciones
sostenibles sin error del tipo β1000 como puede observarse en el cuadro 7.3.

En cualquier caso, hay un detalle importante que diferencia el aprendi-
zaje realizado por la RRS del realizado por LSTM. Cuando la RRS realiza
correctamente la predicción de uno de los dos śımbolos, P o T , afectado
por dependencias a largo plazo, las probabilidades emitidas por la red para
ambos están en torno a 1/2 y el śımbolo escogido es el correspondiente al
de probabilidad mayor.8 El comportamiento de LSTM es distinto, como

6El mismo comportamiento se observó con la RPR.
7Este aprendizaje rápido de las dependencias a corto plazo se puede observar también

en el caso de la red LSTM.
8Esto significa que de haber impuesto una poĺıtica más conservadora para el śımbolo

predicho por la RNR, la RRS con el FKED no habŕıa podido realizar predicciones soste-
nibles.
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γ = 0 γ = 0.99
α Secuencias % aprendido Secuencias % aprendido

[×103] [×103]
10−1 – 0 – 0
10−2 – 0 – 0
10−3 68 100 – 0
10−4 351 100 20 90
10−5 3562 100 45 90
10−6 – 0 329 100
10−7 – 0 3036 100

Cuadro 7.4: Resultados con LSTM y descenso por el gradiente para anbncn con
conjuntos de entrenamiento con n ∈ [1, 10] y con distintas tasas de aprendizaje α
y valores del momento γ.

veremos, ya que la red “sabe” lo que viene después y la probabilidad del
śımbolo predicho es muy superior a la del resto.

Finalmente, analizando la subsecuencia correspondiente a una predic-
ción sostenible con la RRS, puede observarse que la red falla en cuanto la
separación entre el evento que causa la dependencia a largo plazo y su ma-
nifestación en la secuencia es ligeramente mayor que 10 (por ejemplo, 20);
en este caso las probabilidades ni siquiera están en torno a 1/2.

Aprendizaje de anbncn

Resultados de LSTM con descenso por el gradiente. Cuando se usa
el descenso por el gradiente, la red LSTM aprende las dos clases de conjuntos
de entrenamiento y generaliza bien. Los datos relativos al aprendizaje del
conjunto de entrenamiento se muestran en los cuadros 7.4 y 7.5 para distintos
valores de la tasa de aprendizaje α. En ellos se muestra el número medio
de secuencias necesarias hasta conseguir una fase de entrenamiento (1000
secuencias) sin errores y el porcentaje de experimentos en los que se logró.
En cuanto a la generalización, para el caso n ∈ [1, 10], la mejor generalización
es n ∈ [1, 52] y la generalización media es n ∈ [1, 28]; por otro lado, para el
caso n ∈ [20, 21], la mejor generalización es n ∈ [10, 27] y la generalización
media es n ∈ [17, 23].

La red LSTM funciona adecuadamente para un amplio rango de tasas
de aprendizaje (unos tres órdenes de magnitud) como puede verse en los
cuadros 7.4 y 7.5. La utilización del momento ayuda claramente a mejorar
la velocidad de aprendizaje, además de tolerar el mismo rango para α.
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γ = 0 γ = 0.99
α Secuencias % aprendido Secuencias % aprendido

[×103] [×103]
10−1 – 0 – 0
10−2 – 0 – 0
10−3 1170 30 – 0
10−4 7450 30 – 0
10−5 1205 20 127 20
10−6 – 0 1506 20
10−7 – 0 1366 10

Cuadro 7.5: Resultados con LSTM y descenso por el gradiente para anbncn con
conjuntos de entrenamiento con n ∈ [20, 21] y con distintas tasas de aprendizaje α
y valores del momento γ.

δ Secuencias % aprendido Generalización Mejor
[×103] media generalización

10−3 2 20 [1, 43] [1, 68]
10−2 2 80 [1, 48] [1, 77]
10−1 2 100 [1, 280] [1, 1162]
1 2 60 [1, 291] [1, 1385]
10 2 100 [1, 434] [1, 2743]
102 2 70 [1, 1082] [1, 10000+]
103 2 80 [1, 865] [1, 3796]

Cuadro 7.6: Resultados de LSTM con el FKED con n ∈ [1, 10] para distintos
valores iniciales de la matriz de covarianza del error P [0] = δI.

Resultados de LSTM con el FKED. Como puede comprobarse en los
cuadros 7.6 y 7.7, los resultados del FKED mejoran notablemente los del
algoritmo de descenso por el gradiente. Conjuntos de entrenamiento muy
pequeños con valores de n ∈ [1, 10] llegan a ser suficientes para una genera-
lización perfecta hasta valores de n ∈ [1, 2000] y superiores: en concreto, en
uno de los experimentos con P [0] = 102I se obtuvo un conjunto de genera-
lización con n ∈ [1, 10000], el máximo evaluado.

Más aún, en el caso de n ∈ [1, 10], el entrenamiento finaliza normalmente
tras solo 2000 secuencias de entrenamiento (un par de épocas), mientras que
el algoritmo original necesita un número mucho mayor de secuencias; algo
similar ocurre en el caso de n ∈ [20, 21].

Un problema menor del FKED es su inestabilidad ocasional: el aprendi-
zaje ocurre al comienzo de la fase de entrenamiento o nunca. Todos los fallos
en los cuadros 7.6 y 7.7 son debidos a esto. En general, sin embargo, cuando
n ∈ [1, 10], el aprendizaje se produce extremadamente rápido y dejan de



7.4. DISCUSIÓN 107

δ Secuencias % aprendido Generalización Mejor
[×103] media generalización

10−3 – 0 – –
10−2 4 80 [17, 23] [11, 24]
10−1 5 70 [14, 25] [9, 27]
1 3 40 [14, 26] [12, 28]
10 5 50 [12, 29] [8, 34]
102 4 40 [12, 28] [9, 32]
103 5 50 [13, 27] [8, 32]

Cuadro 7.7: Resultados de LSTM con el FKED con n ∈ [20, 21] para distintos
valores iniciales de la matriz de covarianza del error P [0] = δI.

producirse fallos sobre el entrenamiento tras un número de secuencias entre
200 y 400.

7.4. Discusión

Aprendizaje del lenguaje de Reber

Como ya hemos comentado, en el caso del aprendizaje simbólico en ĺınea,
el FKED reduce significativamente el número de iteraciones necesarias para
obtener predicciones sin error. Sin embargo, tiende a olvidar más fácilmente.

Análisis de la solución. El estudio de la evolución de las activaciones de
las celdas y las compuertas de la red LSTM durante el aprendizaje en ĺınea
de la secuencia de Reber, revela que el comportamiento de la red es muy
similar al observado en anteriores experimentos que no eran completamente
en ĺınea (Gers et al. 2000, apartado 4.4), esto es, un bloque de memoria se
especializa en la información a largo plazo, mientras que los otros se centran
en las variaciones a corto plazo. Independientemente de lo anterior, todos
los bloques aprenden a reinicializarse mediante la anulación de la activación
de la compuerta de olvido correspondiente. Este comportamiento es común
a ambos algoritmos de entrenamiento.

Obsérvense las figuras 7.1 y 7.2. En ellas se muestran las activaciones
t́ıpicas simultáneas de dos de los bloques de memoria de la red durante 170
śımbolos sucesivos tomados de una subsecuencia sin errores de predicción.
La información de largo plazo aparece etiquetada con los śımbolos (P o T )
que deben almacenarse hasta que la secuencia alcance el lado derecho de la
máquina de estados finitos.

La figura 7.1 muestra las activaciones de los CEC y de la compuerta de
olvido del tercer bloque de memoria, encargado de conservar la información
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1.5
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(a) Estado del CEC de la primera (¤) y segunda celda (◦).

0

0.5

1

T P P P T T P

(b) Compuerta de olvido (¤).

Figura 7.1: Activaciones del tercer bloque de memoria de una red LSTM en el
tramo en que realiza una predicción sostenible del lenguaje de Reber. Este bloque
memoriza la información de largo plazo de la secuencia.

de largo plazo de la secuencia. El estado de los CEC se atenúa por acción de
la compuerta de olvido sincronizada con la aparición de los śımbolos P o T
a memorizar. En concreto, el CEC de la segunda celda permanece positivo
mientras se ha de recordar una T y negativo cuando se ha de recordar
una P . La compuerta de olvido del tercer bloque de memoria está abierta la
mayor parte del tiempo, permitiendo que los CEC retengan la información
correspondiente; cuando esta información ya ha sido utilizada, la compuerta
de olvido se cierra casi completamente y anula el estado de las celdas.
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−2.5

0

1.5

T P P P T T P

(a) Estado del CEC de la primera (¤) y segunda celda (◦).
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(b) Compuerta de olvido (¤).

Figura 7.2: Activaciones del primer bloque de memoria de una red LSTM en el
tramo en que realiza una predicción sostenible del lenguaje de Reber. Este bloque
procesa la información de corto plazo de la secuencia.

La figura 7.2, por otra parte, muestra las activaciones del primer bloque
de memoria, encargado (al igual que los otros dos bloques, no mostrados) de
capturar el comportamiento de corto plazo de la secuencia, necesario para
predecir el resto de śımbolos. En este caso, la compuerta de olvido se abre
o se cierra en función de otros eventos, no asociados a la aparición de los
śımbolos P o T correspondientes a las dependencias a largo plazo.
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Aprendizaje de anbncn

Cuando la red LSTM se combina con el FKED se mejoran notablemente
los resultados del algoritmo de descenso por el gradiente utilizado original-
mente y se obtiene una convergencia más rápida y un rendimiento mejorado.

Análisis de la solución. En general, la red LSTM resuelve el problema de
la inferencia de anbncn usando una combinación de dos contadores, instan-
ciados por separado en los dos bloques de memoria.

La figura 7.3 muestra las activaciones que se producen en una red LSTM
entrenada con el FKED. Las activaciones son las obtenidas al ir aplicando
los sucesivos śımbolos de la secuencia a6b6c6 a las entradas de una red que
ya ha aprendido las secuencias de anbncn con n ≤ 10.

Como puede verse en la gráfica superior, el CEC del primer bloque de
memoria se va incrementando con cada aparición del śımbolo a y comienza
a decrementarse a partir de la primera b. La aparición de una c en la
entrada desencadena la clausura de la compuerta de entrada y de la de olvido
(véase la gráfica intermedia), lo que provoca la desactivación del contador
implementado por este primer bloque.

De forma similar, el CEC del segundo bloque está desactivado hasta que
aparece la primera b, instante en que la compuerta de entrada se abre y la
compuerta de olvido se cierra momentáneamente para reiniciar convenien-
temente el estado de la celda (véase la grafica inferior de la figura 7.3). A
continuación, el contador implementado por el CEC del segundo bloque co-
mienza a decrementarse hasta que la aparición de la primera c invierte la
tendencia del contador y desencadena un incremento progresivo.

En resumen, uno de los bloques de memoria resuelve anbn, mientras que
el otro resuelve bncn. Todo el sistema funciona de manera extremadamente
precisa y robusta en ambos algoritmos de entrenamiento.

Complejidad. Aunque el número de iteraciones que necesita el FKED es
mucho menor que las usadas por el descenso por el gradiente, lo cierto es
que aquel tiene un coste computacional, especialmente el temporal, mucho
mayor. Si calculamos el tiempo necesario para realizar el entrenamiento
sobre 1000 secuencias con el FKED, este resulta ser aproximadamente unas
15 veces superior al invertido por el descenso por el gradiente.

La comparación del descenso por el gradiente y el FKED al usar esta
medida relativa permite constatar que la complejidad adicional de la red
LSTM entrenada con el FKED se ve ampliamente compensada con el menor
número de secuencias necesarias para aprender el conjunto de entrenamiento.
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del segundo bloque de memoria, encargado de bncn.

Figura 7.3: Activaciones de los bloques de memoria de una red LSTM que ha
aprendido el lenguaje anbncn.
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Por ejemplo, en el caso de n ∈ [20, 21], el FKED con P [0] = 10−2I obtiene
un 80% de soluciones correctas con 4 000 secuencias de entrenamiento, lo
que equivale en tiempo a 4 000 × 15 = 60 000 secuencias con descenso por
el gradiente; pero, como puede verse en el cuadro 7.5, el descenso por el
gradiente requiere una media de 127 000 secuencias y solo obtiene un 20%
de soluciones correctas en el caso mejor.

LSTM es la primera RNR que generaliza el lenguaje anbncn con valores
de n muy superiores a los utilizados durante el entrenamiento. Al usar el
FKED se obtiene un sistema que necesita un número de secuencias varios
órdenes de magnitud por debajo del algoritmo de entrenamiento estándar y
que generaliza aún mejor. El modelo LSTM combinado con el FKED nece-
sita ver únicamente cadenas de longitud menor que a11b11c11 para extraer
las reglas generales del lenguaje sensible al contexto anbncn y generalizar
correctamente con secuencias como a1000b1000c1000 y aún mayores.
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Este caṕıtulo muestra cómo utilizar una RRS para desambiguar las
categoŕıas léxicas de las palabras homógrafas de un texto. Se trata de
uno de los primeros ejemplos de uso de RNR en esta tarea. Además, el
enfoque seguido no necesita textos completamente etiquetados y es ori-
ginal en el hecho de que la desambiguación se enfoca como un problema
de predicción. Los contenidos de este caṕıtulo han sido publicados en
las actas de un congreso internacional (Pérez-Ortiz y Forcada 2001).

Para la introducción referente a los conceptos de este caṕıtulo puede
consultarse los apartados 1.2.3 y 5.3. Alĺı se vió que un etiquetador mor-
fológico es un programa que asigna a cada palabra de un texto una categoŕıa
léxica; esta tarea es especialmente importante cuando uno se encuentra con
palabras ambiguas, a las que puede corresponder, en principio, más de una
etiqueta dependiendo del contexto. La mayoŕıa de los etiquetadores se basan
en la suposición de que las palabras vecinas son útiles a la hora de desam-
biguar estas palabras. Aqúı haremos uso de esa información contextual con
una RNR.

8.1. Método

En estos experimentos se explora el uso de una RRS para el etiquetado
de las categoŕıas léxicas de las palabras de una oración. En primer lugar, el
texto de entrenamiento se etiqueta parcialmente mediante un diccionario o
léxico (un analizador morfológico) que asigna a cada palabra una clase de
ambigüedad, esto es, un conjunto de posibles categoŕıas léxicas (este conjun-
to tiene un único elemento en el caso de las palabras no ambiguas). En este
trabajo se usan clases de ambigüedad y no palabras: los primeros estudios
de Elman (1990) se realizaron sobre pequeños vocabularios, pero los voca-
bularios reales tienen miles de entradas, mientras que el número de clases
de ambigüedad es normalmente de unos cientos; esto reduce drásticamente
el tamaño de la tarea de predicción.

Todos los trabajos neuronales anteriores (véase el apartado 5.3) se basan
en entrenar la red a partir de corpus completamente etiquetados, además de

113
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usar para las palabras representaciones basadas también en textos comple-
tamente etiquetados. Este trabajo es también un ejemplo de acercamiento
al tema desde un punto de vista neuronal, pero la gran diferencia es que la
RNR se entrena a partir de un corpus parcialmente etiquetado.

Como se verá con más detalle a continuación, se entrena una RRS para
que aprenda a predecir la clase de ambigüedad de la siguiente palabra del
texto; a continuación, se usa un perceptrón sin capa oculta para extraer
la categoŕıa léxica a partir de la información de estado desarrollada por la
RNR para el texto considerado durante la primera fase del entrenamiento.

Los experimentos mostrarán las tasas de error al etiquetar algunos textos
del corpus del Penn Treebank (Marcus et al. 1993). También se indican los
resultados con un modelo oculto de Markov (MOM, véase el apéndice A)
con los mismos datos.

8.1.1. Fases de entrenamiento

En nuestro enfoque, la RRS se entrena en dos fases: en primer lugar,
el texto de entrenamiento se etiqueta parcialmente mediante un léxico o
analizador morfológico, de manera que se asigna a cada palabra un conjunto
de categoŕıas léxicas. Aśı, el texto de entrenamiento pasa a ser un conjunto
de secuencias (una por cada oración) de clases de ambigüedad de la forma
a[1], . . . , a[t], . . .

Tras esto, comienza un proceso de entrenamiento fuera de ĺınea por se-
cuencias en dos fases:

Primera fase. La RRS es entrenada para predecir la clase de ambigüedad
de la siguiente palabra y[t] ' a[t+1] a partir de la clase de ambigüedad
de la palabra actual a[t], e, indirectamente, a partir de las clases de
las palabras anteriores de la frase, a[1], · · · , a[t − 1], que idealmente
estarán representadas en el estado de la red, x[t]. Es de esperar que
de esta manera la RRS aprenderá a desarrollar en su estado x[t] una
representación sintáctica del prefijo visto de la oración, lo que permi-
tirá realizar una predicción acertada de la clase de ambigüedad de la
siguiente palabra.

Como ya se ha hecho en otros lugares de esta tesis, se utiliza la codifica-
ción exclusiva tanto para las entradas como para las salidas deseadas;
aśı, al utilizar una función de error cuadrática, las salidas pueden
interpretarse como probabilidades (véase el apartado 4.3.1). Como
algoritmo de entrenamiento se utiliza descenso por el gradiente con
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RTRL.1 Además, también se aprende durante el entrenamiento el es-
tado inicial (Bulsari y Saxén 1995; Forcada y Carrasco 1995) de forma
que la RRS se reinicia al estado aprendido al principio de cada frase
para evitar las interferencias entre frases, ya que, a fin de cuentas, solo
el contexto oracional influye en la categoŕıa léxica.

Segunda fase. Después del entrenamiento, cada palabra del texto se eti-
queta con el vector de estado x[t] calculado para ella por la red;
entonces, para cada palabra del texto se entrena un perceptrón para
que aprenda su categoŕıa léxica a partir del vector de estado asignado
a la palabra que está f posiciones a su derecha, x[t + f ]. El valor
de f representa la cantidad de contexto posterior (a la derecha) que
se necesita para desambiguar una palabra; la cantidad de contexto
anterior (a la izquierda) necesaria es determinada por el propio algo-
ritmo de entrenamiento. Nótese cómo para que esto funcione, hay que
añadir f marcadores artificiales de final de frase (una palabra no am-
bigua) y aprender a predecirlos durante la primera fase como el resto
de palabras.2

En esta segunda fase se asigna una neurona de salida a cada categoŕıa
léxica. A la hora de representar la salida deseada d[t] para una palabra
ambigua, se han utilizado tres esquemas distintos:

1. Los componentes correspondientes a categoŕıas de la clase de am-
bigüedad se ponen a 1 y el resto de componentes a 0.

2. Como el punto anterior, pero usando 1/θ en lugar de 1, donde
θ ≥ 1 es el tamaño de la clase de ambigüedad.

3. Solo se impone una salida deseada con valor 0 a las categoŕıas no
incluidas en la clase de ambigüedad; el resto no contribuyen a la
función de error.

Aunque el tercer enfoque es el único que garantiza la convergencia a las
probabilidades de las etiquetas (con una función de error cuadrática,
por ejemplo) en el caso de las palabras ambiguas, los experimentos
demuestran que el primer enfoque es el que proporciona los mejores
resultados.

La combinación de la parte del estado de la RRS y el perceptrón se utiliza
para determinar la categoŕıa léxica de las palabras de oraciones nuevas.
Las figuras 8.1 y 8.2 ilustran el esquema de entrenamiento de la primera y
segunda fases, respectivamente.

1El algoritmo de entrenamiento no tiene un papel vital en un trabajo como este, que
pretende ser una demostración de una idea; por eso usamos RTRL y no formas más
idóneas, pero más costosas, como BPTT.

2También habŕıa sido posible utilizar el mismo marcador artificial f veces seguidas al
final de cada frase.
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ã
[1

]
ã
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8.1.2. Modelos alternativos

Para evaluar los resultados de nuestro enfoque, los compararemos con
los obtenidos con otros tres modelos:

• Modelo de Markov. Un modelo oculto de Markov (MOM) estándar
entrenado mediante el algoritmo de Baum y Welch, como se muestra
en el apéndice A.

• Aleatorio. Un modelo que escoge aleatoriamente una etiqueta léxica en
cada clase de ambigüedad con probabilidad 1/θ, donde θ es el número
de etiquetas de la clase.

• Etiqueta predominante. Un modelo de etiqueta predominante global-
mente en el que se selecciona siempre la categoŕıa léxica más probable
de cada clase de ambigüedad según el muestreo realizado en un corpus
completamente etiquetado; el Penn Treebank, en este caso.

Los resultados del etiquetado sobre los textos de evaluación se comparan
con una versión etiquetada “a mano” de los mismos textos. El primero de
los modelos anteriores es la solución estándar al problema, mientras que
los otros dos se usan como punto base de referencia. El último modelo es,
de hecho, injusto porque utiliza información que no está disponible en el
conjunto de entrenamiento.

8.2. Parámetros

Los experimentos determinaron las tasas de error obtenidas al etiquetar
textos del corpus Penn Treebank versión 3 (Marcus et al. 1993). Se construyó
un léxico de 14 276 entradas a partir de las primeras 20 secciones de los 24
conjuntos de datos correspondientes al Wall Street Journal ; se eliminaron
todas las palabras que aparećıan menos de 4 veces (con lo que se cubre el
95%) y las etiquetas que se asociaban a una palabra menos de un 5% de las
veces. No se utilizó ningún adivinador.

El corpus de entrenamiento tiene 46 461 palabras; el corpus indepen-
diente de evaluación tiene 47 397 palabras, de las cuales 6 574 son ambiguas
según el léxico y 2 290 son desconocidas. Las 45 etiquetas originales del Penn
Treebank se redujeron a 19 etiquetas más gruesas (a las que debe sumarse
los marcadores artificiales de fin de frase) eliminando algunas distinciones
léxicas; con ello el número de clases de ambigüedad observadas era de 82.
El nuevo conjunto de etiquetas se muestra en el cuadro 8.1 y una breve
descripción de su significado en el cuadro 8.2.
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Nueva etiqueta Etiquetas que agrupa
XSYM \# \$ ’’ ( ) , LS SYM ‘‘
. .
: :
XCC CC
XCD CD
XDT DT PDT PRP$
XEX EX
XFW FW
XIN IN
XJJ JJ JJR JJS
XVB MD VB VBD VBG VBN VBP VBZ
XNN NN NNS NNP NNPS
XPOS POS
XPRP PRP
XRB RB RBR RBS
XRP RP
XTO TO
XUH UH
XWH WDT WP WP$ WRB

Cuadro 8.1: Reducción del etiquetario del Penn Treebank (Marcus et al. 1993).
Por ejemplo, la categoŕıa XNN agrupa lo que originalmente estaba separado como
nombre propio o común y singular o plural.

Para entrenar la RRS, se usa entrenamiento fuera de ĺınea por secuencias
y descenso por el gradiente con RTRL. La tasa de aprendizaje es α = 0.05
(sin momento). La influencia del número de neuronas de estado nX se
muestra en los experimentos. Los pesos iniciales se tomaron aleatoriamente
en el rango [−0.2, 0.2]. Todos los resultados neuronales son la media de tres
experimentos distintos.

Los resultados se expresan como el porcentaje de etiquetas incorrectas
asignadas a palabras ambiguas (incluyendo las desconocidas), no como el
porcentaje general de etiquetas correctas, una medida habitual, pero con-
fusa, ya que muchas palabras no son ambiguas y, además, el hecho de que
en algunos idiomas la ambigüedad sea mayor que en otros impide la com-
paración de etiquetadores cuyos experimentos se muestren sobre distintos
idiomas.
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Etiqueta Descripción
XSYM Śımbolo
. Punto
: Dos puntos
XCC Conjunción coordinativa
XCD Número cardinal
XDT Determinante o pronombre posesivo
XEX There existencial
XFW Palabra que no está en inglés
XIN Preposición o conjunción subordinativa
XJJ Adjetivo
XVB Verbo
XNN Nombre
XPOS Terminación del posesivo
XPRP Pronombre personal
XRB Adverbio
XRP Part́ıcula
XTO To
XUH Interjección
XWH Determinante, pronombre o adverbio con wh-

Cuadro 8.2: Descripción de las etiquetas categoriales empleadas en los experi-
mentos.

8.3. Resultados

Una serie de experimentos permitió constatar que los mejores resultados
se obtienen con f = 0, es decir, usando directamente en la segunda fase del
entrenamiento el estado de la RRS obtenido para una palabra como refe-
rencia para determinar su categoŕıa léxica. Como ejemplo, en el cuadro 8.3
se muestran los resultados con nX = 12 y f = 0, 1. El valor nX = 12 es un
buen compromiso entre el tamaño de la red y las tasas de error obtenidas
como puede observarse en el cuadro 8.4, donde pueden verse los resultados
según el número de iteraciones en cada fase con distintos números de neu-
ronas de estado y con f = 0. Además, este valor hace que el número de
parámetros de la RRS a ajustar sea muy similar a los del MOM empleado.

Modelo oculto de Markov. Los resultados del MOM se muestran en el
cuadro 8.5 en función del número de iteraciones del algoritmo de Baum y
Welch.

Aleatorio. El etiquetado aleatorio proporciona una tasa de etiquetas in-
correctas entre el 61.8% y el 62.9% (5 479 y 5 572 errores, respectivamente),
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gú

n
el

nú
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Iteraciones 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Error 62.8 51.7 48.8 47.2 46.0 45.5 45.3 45.3 45.5

Cuadro 8.5: Tasas de error con un MOM en función del número de iteraciones
del algoritmo Baum y Welch.

según se observó en 14 experimentos con distintas semillas para el generador
de números aleatorios.

Etiqueta predominante. Esta estrategia da tasas de error de 20.5%, un
resultado razonablemente bueno, aunque debe tenerse en cuenta que se basa
en la disponibilidad de un corpus etiquetado “a mano” y que este método no
puede hacer nada con las palabras desconocidas (no existentes en este caso),
las cuales suelen representar un porcentaje considerable de las palabras de
los textos de evaluación.

Etiquetador neuronal. Consideraremos los resultados de un modelo neu-
ronal con aproximadamente el mismo numero de parámetros que los MOM
correspondientes; por ello nos centraremos en los resultados con 12 neuro-
nas de estado, aunque los resultados con 24 eran ligeramente mejores. Los
resultados para f = 0 y f = 1 se muestran el cuadro 8.3 en función del
número de iteraciones en cada fase. Como puede verse, añadir una pala-
bra de contexto posterior confunde a la RRS, que hace mejores predicciones
basándose únicamente en el contexto pasado. También se observa cómo un
entrenamiento intenso en la fase 2 es más importante que en la fase 1.

La tasa de etiquetado correcto global sobre palabras ambiguas y no am-
biguas de la RRS y del MOM está en torno al 92%: los mejores resultados
son un 91.5% (4 011 errores) para el MOM y un 91.9% (3 852 errores) para
la RNR.

8.4. Discusión

Un etiquetador neuronal sencillo con aproximadamente el mismo número
de parámetros ajustables obtiene basicamente los mismos resultados (en tor-
no a un 45% de etiquetas incorrectas) que un MOM estándar entrenado con
el algoritmo de Baum y Welch. El etiquetador neuronal, sin embargo, to-
ma las decisiones relativas a las palabras ambiguas sin tener en cuenta las
palabras posteriores, mientras que el MOM tiene que posponer esta deci-
sión hasta encontrar una palabra no ambigua (véase el apéndice A). Esta
capacidad no parece dar ventaja alguna al MOM sobre la RRS.
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Como se ha podido constatar, la información almacenada en el estado de
una RNR entrenada para predecir la categoŕıa léxica de la siguiente palabra
puede ser útil en el problema del etiquetado categorial. Los resultados indi-
can que el rendimiento de ambos enfoques, el basado en MOM y el neuronal,
son comparables, aunque este último ignora el contexto posterior.

Una diferencia significativa entre nuestro método y los MOM es que estos
desambiguan globalmente (el algoritmo de Viterbi realiza una optimización
global sobre toda la frase o, como mı́nimo, sobre segmentos delimitados
por las palabras no ambiguas), mientras que el nuestro lo hace localmente.
En cualquier caso, el coste temporal de entrenamiento es significativamente
mayor para el caso neuronal (horas) que para el MOM (minutos).



9. PREDICCIÓN DE SEÑALES DE VOZ

Los únicos trabajos previos que usan RNR para la prediccion de señales
de voz se basan en la RNRC, un modelo formado por una sucesión de
redes sencillas en cascada. En este caṕıtulo estudiaremos cómo se
comportan en esta tarea las RNR clásicas. Los siguientes resultados
han sido presentados en un congreso internacional (Pérez-Ortiz et al.
2001a).

La introducción a los contenidos de este caṕıtulo puede encontrarse en
los apartados 1.2.4 y 5.4.

9.1. Método

Siguiendo la ĺınea de los trabajos de Haykin y Li (1995) y Baltersee
y Chambers (1998), el modelo de predictor que usaremos está compuesto
por un predictor no lineal (una RNR) que debeŕıa proporcionar una salida
localmente más lineal que la señal de entrada, seguido de un predictor lineal
(un filtro) que sacaŕıa partido de esta linealización. Cada módulo se entrena
de forma separada. Es de esperar que “esta combinación de un filtro no lineal
con un filtro lineal debeŕıa poder extraer tanto la información no lineal como
la lineal contenida en la señal de entrada con vistas a producir la predicción”
(Haykin y Li 1995).

La figura 9.1 muestra un diagrama para el modelo en cascada completo.
El primer módulo se entrena para predecir la muestra u[t] a partir de las
p muestras anteriores1 y de la información almacenada en el estado de la
red. La señal predicha û[t] se introduce, entonces, en el módulo lineal, que
es entrenado para predecir la muestra del instante t + 1. Esta última se
considera la salida global del sistema. Como se muestra en el diagrama
(siguiendo los art́ıculos citados antes), el módulo no lineal tiene orden de
entrada p, y pL es el orden correspondiente del predictor lineal. Además

1La introducción expĺıcita en la red de las muestras recientes le da una ventaja adicional
sobre las redes de una única entrada que solo pueden acceder a esta historia a través de
su estado. Los experimentos determinarán la importancia de este añadido.

125
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z−1 z−1 z−1

Filtro lineal

û[t]

û[t− pL] û[t− 1]

û[t + 1]

z−1 z−1 z−1

Filtro neuronal recurrente

u[t− 1]

u[t− p] u[t− 2]

Figura 9.1: Modelo de predictor que combina filtros lineales y no lineales (Haykin
y Li 1995).

de los resultados de este modelo h́ıbrido, se mostrarán también en algunos
casos los resultados de ambos tipos de predictores por separado.

A continuación se describen los modelos usados en las partes lineal y no
lineal del predictor.

9.1.1. Predictores no lineales

Compararemos el rendimiento de las siguientes RNR (véase el caṕıtulo 3)
cuando actúan como predictores no lineales: la RNRC, la RRS y la RPR.
También se experimentó con otros modelos, como la RTR o la red NARX,
para obtener resultados similares a los de la RRS o la RPR, que no se
mostrarán aqúı. Como algoritmos de entrenamiento en ĺınea se consideran
el descenso por el gradiente (que representaremos por DG en las figuras y
cuadros de este caṕıtulo) y el FKED, ambos con derivadas calculadas según
RTRL.



9.2. PARÁMETROS 127

9.1.2. Predictores lineales

El predictor lineal es un filtro FIR (véase el caṕıtulo 3) con los pesos
adaptados por medio del algoritmo de mı́nimos cuadrados (LMS, por el
inglés least-mean-square) (Oppenheim y Schafer 1989; Proakis y Manolakis
1996) o por medio del algoritmo de mı́nimos cuadrados recursivo (RLS,
por el inglés recursive least-squares) (Oppenheim y Schafer 1989; Proakis y
Manolakis 1996); el primero guarda relación con el descenso por el gradiente
y el segundo con el filtro de Kalman.

Para determinar un rendimiento base, también evaluaremos la calidad
de predicción con el predictor lineal sin parámetros más sencillo posible: el
que calcula û[t + 1] = u[t].

9.2. Parámetros

Estudiaremos la calidad de los predictores con las tres señales (todas
de 10 000 muestras) utilizadas por Baltersee y Chambers (1998).2 El rendi-
miento se mide con la ganancia de predicción (GP), expresada en decibelios,
que se define como:

G = 10 log10

(
S2

u

S2
e

)
(9.1)

donde S2
u es la varianza estimada de la señal de voz u[t] y S2

e es la varianza
estimada de la señal de error e[t] = u[t]− û[t]. La GP puede verse como una
relación señal-ruido para el ruido introducido por la predicción errónea.

Las amplitudes de las tres señales pertencen al rango [0, 1], por lo que
utilizaremos la función sigmoidea loǵıstica gL para las activaciones de las
neuronas de salida de las RNR y, en general, para todas las funciones de
activación.

Basándonos de nuevo en los trabajos previamente citados, llevaremos a
cabo con los modelos neuronales un aprendizaje inicial por épocas sobre 200
muestras de la señal de entrada.3 El número de épocas utilizado es de 200
para el descenso por el gradiente y de 5 para el FKED. Estos valores son
los que dieron mejores resultados en distintos experimentos preliminares:
valores mayores para el caso del FKED o menores para el descenso por el
gradiente redućıan la GP en unos cuantos decibelios.

2Las señales s1, s2 y s3 están disponibles en la página de J. Baltersee en la dirección
http://www.ert.rwth-aachen.de/Personen/baltersee.html.

3Esto atenúa parcialmente la naturaleza en ĺınea de la predicción, pero podŕıa ser
aceptable si su complejidad es baja. Los experimentos demostraron que esta inicialización
teńıa gran influencia en las ganancias de predicción conseguidas.
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Entrenamiento Señal 1 Señal 2 Señal 3
LMS 8.99 7.98 5.82
RLS 13.32 11.60 9.66

Cuadro 9.1: Ganancias de predicción en decibelios para un filtro FIR de orden
pL = 12.

Entrenamiento Señal 1 Señal 2 Señal 3
RNRC (DG) + LMS 10.25 9.49 7.30
RNRC (DG) + RLS 13.01 11.80 9.24
RNRC (FKED) + RLS 14.73 13.59 10.90

Cuadro 9.2: Ganancias de predicción en decibelios con una RNRC. Valores to-
mados del trabajo de Baltersee y Chambers (1998).

A menos que se diga lo contrario, todas las GP mostradas son la media
de 7 inicializaciones distintas de los pesos; la varianza de todos los resultados
estaba por debajo de 0.3. Los pesos iniciales se tomaron aleatoriamente de
una distribución en [-0.2,0.2].

Cuando se usa el descenso por el gradiente con la RRS y la RPR, los
parámetros son α = 0.3 y γ = 0. Por otro lado, los parámetros del FKED
sobre estos modelos son:

• Q[t] : 10−2 T=1000−→ 10−6

• R[t] : 100 T=1000−→ 3

• P [0] = 1000I

9.3. Resultados

Las GP obtenidas con un filtro lineal de orden pL = 12 al usar los
algoritmos LMS o RLS se muestran en el cuadro 9.1. En este caso, el factor
de olvido para RLS es 0.998, los elementos de la diagonal de la matriz de
correlación inversa de RLS se inicializan a 100, y LMS usa una constante
de adaptación de 0.2. Estos valores son los que proporcionaron mejores
resultados en experimentos preliminares.

Los resultados con la RNRC están tomados de los experimentos de Bal-
tersee y Chambers (1998) y se muestran en el cuadro 9.2. En su art́ıculo se
pueden encontrar detalles sobre los parámetros de entrenamiento utilizados.
Debe destacarse que en el citado art́ıculo no aparece indicación alguna sobre
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Figura 9.2: Ganancias de predicción para la señal 1 con la RRS y DG (¤),
FKED (◦), DG+LMS (M), FKED+LMS (♦) y FKED+RLS (¥). La ĺınea constante
representa el rendimiento base, û[t + 1] = u[t].
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Figura 9.3: Ganancias de predicción para la señal 1 con RPR y DG (¤), FKED
(◦), DG+LMS (M), FKED+LMS (♦) y FKED+RLS (¥). La ĺınea constante re-
presenta el rendimiento base, û[t + 1] = u[t].

resultados medios, ya que solo se muestran los resultados de un experimento
con parámetros ad hoc (elegidos de forma diferente para cada señal). En
cualquier caso, incluso los mejores resultados obtenidos aqúı con el resto
de modelos recurrentes son, como se verá, peores que los obtenidos con la
RNRC.

Los cuadros y las gráficas indican el algoritmo de entrenamiento en ĺınea
utilizado para las RNR y, de haberlos, el utilizado para los filtros lineales,
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Figura 9.4: Ganancias de predicción para la señal 2 con RRS y DG (¤), FKED
(◦), DG+LMS (M), FKED+LMS (♦) y FKED+RLS (¥). La ĺınea constante re-
presenta el rendimiento base, û[t + 1] = u[t].

separados por un signo de suma. El orden del filtro lineal es en todos los
casos pL = 12.

Los resultados al usar los predictores basados en RRS y RPR con nX = 5
se muestran en las figuras de la 9.2 a la 9.7 para diferentes valores del
orden de entrada p. En estos casos los parámetros son 0.2 para la constante
de adaptación de LMS, 1 para el factor de olvido de RLS (es decir, no
se considera el factor de olvido: los valores por debajo de 1 haćıan que
el sistema se volviera inestable) y 1000 para los elementos iniciales de las
matrices de correlación de RLS.

El valor nX = 5 y los órdenes de entrada p = 1, 2, 3 se eligieron de modo
que el número de parámetros a aprender fuera comparable con los usados
por Baltersee y Chambers (1998), que consideraron RNRC con unos 35 pesos
ajustables.4 En cualquier caso, las RRS y RPR con un número diferente de
neuronas de estado dieron resultados que no variaban significativamente
con respecto a los presentados para nX = 5; por ejemplo, con nX = 1
los resultados con descenso por el gradiente son prácticamente los mismos,
mientras que los del FKED están 1 dB por debajo; con nX = 10, el descenso
por el gradiente vuelve a dar GP similares, mientras que el FKED las mejora
muy poco (entre 0 y 0.5 dB, según el modelo de red y la señal concreta).

4El número de pesos, incluidos los sesgos, de una RRS de orden p con una única
salida es (p + nX + 2)nX + 1; en el caso de una RPR de orden p con una única salida es
(p + nX + 2)nX + p + 1.



9.3. RESULTADOS 131

4

5

6

7

8

9

10

11

p = 1 p = 2 p = 3

G
 (

dB
)

Figura 9.5: Ganancias de predicción para la señal 2 con RPR y DG (¤), FKED
(◦), DG+LMS (M), FKED+LMS (♦) y FKED+RLS (¥). La ĺınea constante re-
presenta el rendimiento base, û[t + 1] = u[t].
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Figura 9.6: Ganancias de predicción para la señal 3 con RRS y DG (¤), FKED
(◦), DG+LMS (M), FKED+LMS (♦) y FKED+RLS (¥). La ĺınea constante re-
presenta el rendimiento base, û[t + 1] = u[t].

Finalmente, las GP de un filtro simple de la forma û[t + 1] = u[t] se
muestran como ĺıneas constantes en las figuras 9.2 a 9.7. Este es el modo más
sencillo de predecir la siguiente secuencia y se muestra aqúı como referencia
base.
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Figura 9.7: Ganancias de predicción para la señal 3 con RPR y DG (¤), FKED
(◦), DG+LMS (M), FKED+LMS (♦) y FKED+RLS (¥). La ĺınea constante re-
presenta el rendimiento base, û[t + 1] = u[t].

9.4. Discusión

De entre los tres modelos recurrentes estudiados, solo la RNRC entrenada
con el FKED y seguida por un filtro lineal entrenado con RLS supera clara-
mente (entre 1 dB y 2 dB por encima) la GP de un filtro lineal de orden 12
entrenado con RLS. El resto de configuraciones neuronales (en cascada o no)
se comportan mucho peor que un sencillo filtro FIR con menos parámetros
entrenado con RLS.

Al usar aisladamente la RRS o la RPR, el FKED produce resultados
mucho mejores que los del algoritmo de descenso por el gradiente: el FKED
permite obtener GP superiores entre 1 dB y 3 dB. Los resultados con
ambos modelos y el FKED confirman de forma consistente anteriores estu-
dios (Birgmeier 1996) que situaban en unos 3 dB la mejora de los predictores
no lineales sobre los lineales entrenados con LMS. Sin embargo, ninguno de
los algoritmos de entrenamiento permite alcanzar las GP de un filtro FIR
entrenado con RLS.

Curiosamente, al situar en cascada predictores basados en RRS o RPR
y predictores lineales, los resultados son peores que cuando se utilizan los
predictores no lineales (RRS y RPR) aisladamente. Los resultados de estas
configuraciones en cascada son muy negativos al compararlos con la refe-
rencia base (un predictor que se limita a reproducir la muestra actual); de
hecho, para las señales 2 y 3 incluso son peores.
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En resumen, se está produciendo la siguiente situación: podemos con-
siderar que tenemos dos tipos de predictores no lineales, P (una RNRC) y
S (una RRS o una RPR, ambas con comportamientos similares), y que, de
manera opcional, alimentamos un predictor lineal L con sus salidas. Sea
GP , GS las GP de los predictores no lineales por separado, GL la GP del
predictor lineal, y GPL, GSL las GP del modelo h́ıbrido en cascada. A partir
de los resultados anteriores podemos concluir:5

GPL > GS (9.2)
GPL > GP (9.3)
GSL < GS (9.4)
GPL > GL (9.5)
GSL < GL (9.6)

De (9.5) y (9.6), podemos concluir que P filtra adecuadamente la señal
para su posterior tratamiento lineal cancelando al menos localmente las no
linealidades, mientras que, por el contrario, S parece amplificar estas no
linealidades y degradar el rendimiento del filtro lineal. Este aspecto parece
importante y merece un estudio más detallado.

De (9.3) y (9.4) deducimos que ninguna de las configuraciones en cascada
es adecuada para la RRS o la RPR, mientras que es más que recomendable
para la RNRC. Las ecuaciones (9.2) y (9.4) afirman la superioridad de la
RNRC en cascada sobre los otros modelos recurrentes.

Al comparar la RPR y la RRS, esta da GP ligeramente superiores. Una
explicación posible es que al usar la RRS se necesita usar correctamente
la información del estado, mientras que con la RPR podemos ignorar esta
información y concentrarnos exclusivamente en las conexiones directas entre
las capas de entrada y salida. La dependencia positiva del orden de entrada p
es evidente al usar el FKED, pero es menos obvia en el caso del descenso
por el gradiente (de hecho, en algunos casos, al incrementar p se reduce la
correspondiente GP).

Finalmente, en experimentos adicionales, los predictores basados en la
RRS y la RPR fueron introducidos en un sistema de codificación de voz real
que segúıa el estándar G721 relativo a la modulación adaptativa diferencial
de pulsos (ADPCM, adaptive differential pulse code modulation) (Benvenuto
et al. 1987). Reemplazamos el predictor IIR del estándar G721 (dos polos
y seis ceros) con RNR y RPR, sin cambiar el cuantizador adaptativo del
estándar. Los nuevos resultados confirman los anteriores: en este caso, solo

5La ecuación (9.3) debe de ser cierta, ya que Baltersee y Chambers no muestran resul-
tados individuales para la RNRC.
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el FKED obtiene tasas de compresión similares a las del filtro IIR original
y el descenso por el gradiente da ganancias mucho más bajas.

Este trabajo constata, de nuevo, la notable superioridad del algoritmo
de entrenamiento basado en el FKED sobre el descenso por el gradiente.
Además, la señal predicha por RRS y RPR presenta un carácter no lineal
más marcado que el de la propia señal original, lo que hace inviable un
predictor lineal posterior en una configuración en cascada. El rendimiento
de la RNRC, sin embargo, es mejorado por el predictor lineal.

Algunos trabajos anteriores detectaron severas limitaciones (Gers et al.
2001; Hallas y Dorffner 1998) de las RNR al ser aplicadas a tareas de predic-
ción numérica no lineales. Los hallazgos de este caṕıtulo sugieren similares
conclusiones.



10. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVA

A modo de clausura, se presentan ahora las principales conclusiones,
las contribuciones de la tesis, y algunas ideas para desarrollar futuras
investigaciones.

10.1. Conclusiones

En esta tesis se han estudiado diversas aplicaciones de las redes neu-
ronales recurrentes (RNR, caṕıtulo 2) de tiempo discreto usadas en modo
predictivo. Como se vio al plantear inicialmente los problemas a resolver
(caṕıtulo 1), una estimación adecuada del siguiente elemento de una secuen-
cia temporal puede ser útil para comprimir secuencias simbólicas, inferir
lenguajes, desambiguar palabras homógrafas o comprimir señales de voz di-
gitalizada, tareas cuyo estudio se ha abordado en los caṕıtulos 6, 7, 8 y 9,
respectivamente.

Se ha podido comprobar que RNR como la red recurrente simple (RRS) o
la red parcialmente recurrente (RPR) no tienen tanta memoria como podŕıa
presumirse en primera instancia (caṕıtulo 3). Aunque trabajan adecua-
damente con lenguajes sencillos y altamente estructurados (especialmente
lenguajes regulares), surgen diversos problemas a la hora de considerar
fuentes secuenciales más elaboradas. Aśı, las RNR estudiadas no logran
capturar acertadamente la dinámica de los textos en lenguaje natural y son
claramente superadas por modelos más sencillos como los basados en n-
gramas (caṕıtulo 6). Por otro lado, los resultados obtenidos con secuencias
numéricas correspondientes a señales de voz digitalizada son poco alentado-
res (caṕıtulo 9): las ganancias de predicción de las redes recurrentes clásicas
no superan las obtenidas con sencillos filtros lineales entrenados mediante el
algoritmo de mı́nimos cuadrados recursivo (RLS).

Estos experimentos se llevaron a cabo considerando dos algoritmos de
entrenamiento: el sencillo descenso por el gradiente y el más complejo filtro
de Kalman extendido desacoplado (FKED). Aunque los problemas consta-
tados se siguen produciendo al utilizar el FKED, este saca mayor provecho
de la capacidad memoŕıstica teórica de las RNR y supera ampliamente en
todos los casos estudiados los resultados del descenso por el gradiente.

135



136 10. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVA

En cualquier caso, debe tenerse en cuenta que los experimentos desarro-
llados en los caṕıtulos 6 y 9 consideran un modo de operación completamente
en ĺınea (caṕıtulo 4), es decir, las salidas de la RNR son utilizadas inme-
diatamente y la red no tiene opción de reconsiderar ninguna de ellas. La
predicción en ĺınea es, por tanto, más exigente que la realizada fuera de
ĺınea, pero este es el escenario predictivo a estudio.

Por otro lado, un problema adicional surge cuando la estimación del
siguiente elemento de la secuencia depende del valor de un elemento relativa-
mente lejano en el tiempo. Estas dependecias a largo plazo (caṕıtulo 4) sue-
len ser un obstáculo insalvable para la mayoŕıa de las RNR. Este problema
puede estudiarse desde la perspectiva del gradiente evanescente (caṕıtulo 4),
fenómeno que afecta en mayor o menor medida a todos los algoritmos de
entrenamiento basados en el cálculo de la derivada de la función de error
y que les impide manejar con corrección este tipo de dependencias. Para
superar este problema, recientemente se ha propuesto el modelo neuronal de
memorias a corto y largo plazo (caṕıtulo 3), conocido como red LSTM.

En esta tesis se ha aplicado la red LSTM a la inferencia mediante pre-
dicción de dos tipos de lenguajes, ambos con dependencias a largo plazo: un
lenguaje regular y un lenguaje sensible al contexto. Las RNR convencionales
no pueden manejar las dependencias a largo plazo presentes en estas secuen-
cias. Sin embargo, en algunos trabajos previos, varios autores comprobaron
que la red LSTM śı pod́ıa hacerlo. En esta tesis he llevado aún más lejos
(caṕıtulo 7) esta capacidad al combinar la red LSTM con el FKED. Con
este algoritmo de entrenamiento se pueden superar dependencias separadas
por varios miles de śımbolos, valores nunca alcanzados anteriormente con
LSTM. Estos resultados corroboran las afirmaciones hechas más arriba: el
FKED combate eficazmente el efecto de amnesia de las RNR; el mayor coste
temporal del FKED con respecto al habitual algoritmo de descenso por el
gradiente se compensa muchas veces con una velocidad de aprendizaje su-
perior. Además, la solución desarrollada por la red LSTM con el FKED es
igual a la que se obtiene con el algoritmo de descenso por el gradiente, pese a
las diferencias notables existentes entre ambos algoritmos de entrenamiento.

Finalmente, se ha usado de una forma original la información secuen-
cial almacenada en el estado de una RRS para desambiguar las palabras
homógrafas de una oración (caṕıtulo 8). Los resultados son similares a los
proporcionados por un modelo oculto de Markov (MOM), el modelo de refe-
rencia habitual en estos casos (apéndice A), con igual número de parámetros.
Los resultados son también similares a los de otros enfoques neuronales que,
sin embargo, necesitan textos completamente etiquetados para el entrena-
miento, necesidad superada con el planteamiento aqúı propuesto.
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10.2. Contribuciones de esta tesis

Las principales aportaciones de esta tesis son las siguientes:

1. Los resultados obtenidos con el FKED en las distintas tareas predic-
tivas abordadas en la tesis confirman los de otros trabajos: el FKED
supera en muchos aspectos al descenso por el gradiente como algo-
ritmo de entrenamiento en ĺınea de RNR. Todo trabajo con RNR,
especialmente aquellos que estudian procesos que se desarrollan en
ĺınea, debeŕıa considerar el FKED como algoritmo de entrenamiento
en los experimentos.

2. En particular, el FKED ha llevado un poco más allá la capacidad de
la red LSTM para manejar adecuadamente las dependencias a lar-
go plazo. Si bien los resultados previos sobre el lenguaje sensible al
contexto anbncn obtenidos mediante el descenso por el gradiente supe-
raban ampliamente los de otras RNR, el FKED supera a ambas tanto
en velocidad de aprendizaje como en capacidad de generalización: so-
lo con observar secuencias del lenguaje con n ∈ [1, 10], se consiguen
generalizaciones para valores de n por encima de 1000.

3. Se ha aplicado la red LSTM por primera vez a una tarea de predicción
completamente en ĺınea. Los trabajos anteriores hab́ıan utilizado, co-
mo mucho, un entrenamiento en ĺınea por secuencias (caṕıtulo 4). La
red LSTM es adecuada para el entrenamiento en ĺınea puro: la adición
de la compuerta de olvido permite que el estado de las celdas de la red
no aumente sin control, por muy larga que sea la secuencia procesada
de forma continua.

4. Aunque no es la primera vez que una RNR se aplica a la desambi-
guación categorial, śı que es la primera vez que el problema se plantea
desde un punto de vista predictivo. Es más, se trata del primer enfoque
neuronal (recurrente o no) que no necesita un corpus completamente
etiquetado para el entrenamiento, aspecto este que lo acerca más a
modelos como los MOM.

5. Las alternativas recurrentes usadas con anterioridad para realizar la
predicción sobre secuencias de voz se basaban en la red neuronal recu-
rrente en cascada (RNRC), un modelo especializado para este tipo de
tarea (caṕıtulo 3). En esta tesis se ha estudiado si modelos de RNR
más sencillos son capaces de mantener el rendimiento de la RNRC. Los
resultados, sin embargo, son poco alentadores y remarcan las conclu-
siones de otros trabajos que han constatado la superioridad de modelos
simples basados en una ventana temporal de entradas sobre las RNR
a la hora de procesar algunas secuencias numéricas.



138 10. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVA

10.3. Sugerencias para próximos trabajos

Algunos aspectos que merecen un estudio más detallado en próximos
trabajos son los siguientes:

1. Los valores de los parámetros del FKED usados en los experimentos
se determinaron a partir de una serie de experimentos preliminares.
Para paliar esta búsqueda emṕırica de los valores más adecuados, debe
realizarse un estudio sistemático sobre la influencia de los distintos
parámetros del FKED en el rendimiento del algoritmo.

2. En el caṕıtulo 6 se ha estudiado la predicción en ĺınea sobre secuencias
generadas por máquinas de estados finitos. Además, en el aparta-
do 5.1.6 se ha visto las principales diferencias del enfoque alĺı seguido
con la inferencia gramatical clásica con RNR.

Hay varios métodos propuestos (Giles et al. 1992) para extraer mo-
delos de estados finitos a partir del conocimiento simbólico adquirido
por una RNR cuando ha sido entrenada para inferir lenguajes regu-
lares mediante ese enfoque clásico. Debeŕıa estudiarse si todav́ıa es
posible extraer algún modelo de estados finitos cuando el aprendizaje
se realiza en ĺınea y si es comparable al extráıdo fuera de ĺınea. Aunque
la convergencia de la RNR a las probabilidades reales parece dif́ıcil de
demostrar en este caso, puede estudiarse emṕıricamente si la presen-
cia reiterada de una subsecuencia hace que el estado de la red alcance
un punto fijo tras procesar dicha subsecuencia o, al menos, una re-
gión del espacio de estados desde la que se obtengan salidas similares.
La separación en regiones del espacio de estados puede realizarse, por
ejemplo, mediante cuantización vectorial sobre la secuencia de activa-
ciones del estado (Čerňanský y Beňušková 2001). Un estudio teórico
debeŕıa determinar si la salida de la red puede todav́ıa considerarse en
el caso de la predicción en ĺınea como una buena aproximación a las
probabilidades reales.

3. El proceso de extración de un modelo de estados finitos discutido en
el punto anterior también debeŕıa aplicarse al modelo aprendido en el
caso de la desambiguación categorial (caṕıtulo 8) con vistas a formular
el conjunto de reglas de etiquetado aprendidas por el sistema.

4. También debe evaluarse la influencia del tamaño del corpus de entre-
namiento en el rendimiento del desambiguador categorial, aśı como la
adecuación de la segunda, tercera, etc. neurona de salida con mayor
activación: ¿corresponde a una categoŕıa válida para la palabra?

5. En cuanto a la predicción de secuencias textuales, se puede estudiar
el rendimiento de la red LSTM aplicada a esta tarea para comprobar
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si supera los resultados de las RNR tradicionales, aśı como analizar la
solución alcanzada por el modelo.

6. En cuanto a la inferencia del lenguaje anbncn con la red LSTM, debeŕıa
considerarse otros lenguajes sensibles al contexto, además de tener en
cuenta también muestras negativas.

7. No hay trabajos que intenten extraer el modelo (un autómata finito o
un autómata de pila, por ejemplo) aprendido por la red LSTM cuan-
do se aplica a la inferencia de lenguajes. Esta labor debe llevarse a
cabo, además de realizar un estudio profundo sobre las clases de len-
guajes aprendibles con LSTM, una caracterización general mucho más
importante que el hecho de que pueda aprender uno u otro lenguaje
determinado.

8. El rendimiento de las redes LSTM a la hora de manejar dependencias
a largo plazo puede compararse con otras alternativas como los MOM
jerárquicos (Fine et al. 1998).

9. El modelo LSTM intenta conseguir un flujo de error constante a través
de los carruseles de error constante (CEC) para superar el problema
del gradiente evanescente y gestionar adecuadamente las dependencias
a largo plazo (caṕıtulo 4). A ello contribuyen tanto la configuración
topológica del modelo como la forma de calcular las derivadas parciales
de la función de error.

Un estudio interesante es determinar la importancia de estas derivadas
a la hora de considerar las dependencias a largo plazo. Para ello se
puede aplicar un algoritmo como Alopex (véase el apartado 4.10), que
no se basa en el gradiente, y evaluar los resultados obtenidos.

10. También puede ser interesante estudiar si el hecho de que un bloque de
memoria de la red LSTM pueda tener más de una celda aporta alguna
ventaja al modelo. Aparentemente, al compartir todas las celdas de
un bloque de memoria las mismas compuertas, las celdas debeŕıan
terminar adoptando un rol similar y resultar incluso redundantes.

11. Recientemente se han propuesto otras alternativas distintas al filtro
de Kalman extendido (FKE) para realizar el filtrado de sistemas no
lineales (Julier y Uhlmann 1997; Merwe et al. 2000) que parecen mejo-
rar los resultados del FKE. Puede considerarse su aplicación a algunas
de las tareas consideradas en esta tesis.





A. MODELOS DE MARKOV PARA EL ETIQUETADO
CATEGORIAL

En este apéndice se muestra la forma de ajustar los parametros de un
modelo oculto de Markov de forma que se pueda realizar la desambi-
guación categorial de las palabras de una oración. Los modelos ocultos
de Markov se usan en los experimentos del caṕıtulo 8.

Un modelo oculto de Markov (MOM) (Rabiner 1989) es un sistema
dinámico de tiempo discreto capaz de emitir una secuencia de salidas ob-
servables. Un MOM se define como un modelo de estados de la forma
λ = (S, V, A, B, π), donde S es el conjunto de estados, V es el conjunto de
salidas observables, A son las probabilidades de transición entre estados,
B son las probabilidades de que cada estado emita los posibles elementos
observables y π define las probabilidades de que el sistema comience desde
cada uno de los estados de S. El sistema emite una salida cada vez que llega
a un estado tras realizar una transición.

Las aplicaciones de los MOM son múltiples. Si logramos descubrir el
MOM más verośımil para una determinada secuencia de observaciones, ten-
dremos un modelo del proceso subyacente; de esto se encargan algoritmos
como el de Baum y Welch, que discutiremos a continuación. Por otro la-
do, es posible obtener la probabilidad bajo un MOM determinado de una
secuencia de observaciones y, lo que muchas veces es aún más importante,
encontrar la secuencia de estados que produce el camino de máxima verosi-
militud para una secuencia de observaciones dada. La secuencia de estados
puede interpretarse como una explicación de la observación si cada estado
tiene un significado diferenciado; para encontrarla existen algoritmos como
el de Viterbi.

En este apéndice se presenta en detalle,1 para paliar la ausencia de des-
cripciones adecuadas en la bibliograf́ıa, una adaptación del algoritmo de

1Los contenidos de este apéndice están basados en una comunicación personal de los
Drs. Rafael C. Carrasco y Mikel L. Forcada.
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Baum y Welch que facilita la desambiguación categorial y se da una bre-
ve justificación matemática de la misma siguiendo la notación de Rabiner
(1989).

A.1. Aplicación al etiquetado categorial

A.1.1. Simplificaciones

Sea el modelo oculto de Markov λ = (S, V, A, B, π) con estados S =
{s1, s2, . . . , sN}, salidas V = {v1, v2, . . . , vM}, probabilidades de transición
A = {aij} (i, j = 1 . . . , N), probabilidades de emisión B = {bj(vk)} (j =
1, . . . , N , k = 1, . . .M) y probabilidades iniciales π = {πi} (i = 1, . . . , N).
Cuando este tipo de modelos se usan para etiquetar un texto podemos su-
poner que cada palabra ha sido substituida (usando un diccionario o léxico)
por la clase de ambigüedad o conjunto de etiquetas que admite esa pala-
bra. En este caso, cada estado del MOM se corresponde con una etiqueta
léxica y el conjunto de salidas está formado por todas las posibles clases
de ambigüedad (los elementos de V son subconjuntos de S). Por ello, usa-
remos indistintamente las nociones de palabra y clase de ambigüedad para
referirnos a las salidas del modelo oculto.

Además, podemos hacer las siguientes suposiciones:

1. Que la secuencia de texto O1 . . . OT que queremos analizar siempre vie-
ne precedida de una palabra no ambigua O0 = {I}. Parece razonable
que I sea la etiqueta que representa el final de oración.2

2. Que el texto acaba en una palabra no ambigua OT = {F}. Aqúı es
si cabe más razonable tomar F como el punto final de las oraciones,
dado que normalmente tanto los textos de entrenamiento como los de
prueba contienen frases completas.

3. Que toda clase de ambigüedad contiene, al menos, la etiqueta correcta.
Por ejemplo, desde el estado asociado a XVB no se puede generar una
clase {XJJ,XNN}. Consiguientemente, una clase no ambigua {X}
solo puede ser generada por el estado correspondiente X.

A.1.2. Probabilidades hacia adelante

El hecho de añadir la clase no ambigua O0 = {I} evita que πi sea simple-
mente 1 para la categoŕıa de la primera palabra del corpus de entrenamiento

2Además, aśı el etiquetado de las palabras de una oración determinada no depende de
si la oración se encuentra al principio del texto o en cualquier otra parte del mismo.
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y cero para las demás. Esto no parece adecuado: primero, porque otro texto
también correcto podŕıa empezar por otra categoŕıa; y segundo, porque no
tendŕıa mucho sentido realizar un entrenamiento, ya que se puede fijar el
valor de πi directamente.

Teniendo en cuenta que πi = δI,si y bi({I}) = δI,si , donde δ es la delta
de Kronecker definida en (4.3), podemos rescribir las ecuaciones (19) y (20)
de Rabiner (1989) empezando en t = 0 como sigue:

α0(i) = δI,si (A.1)

y, para t = 1, . . . , T ,

αt(i) =
N∑

j=1

αt−1(j) aji bi(Ot) (A.2)

De esta manera podemos prescindir de las probabilidades iniciales. Esta
forma es, además, más semejante a la de las probabilidades hacia atrás del
apartado siguiente.

A.1.3. Probabilidades hacia atrás

De forma análoga, las variables hacia atrás, correspondientes a las ecua-
ciones (24) y (25) de Rabiner (1989), son:

βT (i) = 1 (A.3)

y, para t = 1, . . . , T ,

βt−1(i) =
N∑

j=1

aij bj(Ot) βt(j) (A.4)

A.1.4. Otras probabilidades

La probabilidad de una secuencia O = O1 . . . OT se puede calcular a
a partir de las probabilidades hacia adelante y hacia atrás de la siguiente
forma:

P (O|λ) =
N∑

i=1

αt(i)βt(i) (A.5)

donde t puede elegirse libremente en {0, 1, . . . , T}. En particular,

P (O|λ) = β0(I) = αT (F ) (A.6)
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La segunda igualdad es consecuencia de la hipótesis 2 y de que podamos
escribir directamente αT (i) = 0 si i 6= F siempre que OT = {F}.

El número esperado de veces que se pasa por el estado i al generar la
secuencia O se define como:

Γi =
T−1∑

t=0

γt(i) (A.7)

donde (Rabiner 1989, ec. 27):

γt(i) =
αt(i)βt(i)
P (O|λ)

(A.8)

Por tanto,

Γi =
1

P (O|λ)

T−1∑

t=0

αt(i)βt(i) (A.9)

Para un texto completo (que empieza y acaba por final de frase, esto
es I = F ) se cumple que α0(i)β0(i) = αT (i)βT (i) = P (O|λ) por lo que,
trivialmente, podemos desplazar la suma temporal como sigue:

T−1∑

t=0

αt(i)βt(i) =
T∑

t=1

αt(i)βt(i) (A.10)

Este resultado (que nos resultará útil más adelante) puede entenderse de
forma intuitiva: el estado final de frase se visita una vez al principio del texto
y otra al final; como solo tenemos que contar una, da igual cuál contemos.
Esto hace que podamos cambiar algunas de las sumas temporales de 1 a T
que aparecen en Rabiner (1989) por sumas de 0 a T − 1.

A continuación definimos, por un lado, el número esperado de veces que
el modelo pasa del estado i al estado j,

Ξij =
T−1∑

t=0

ξt(i, j) (A.11)

donde (Rabiner 1989, ec. 37):

ξt(i, j) =
αt(i)aijbj(Ot+1)βt+1(j)

P (O|λ)
(A.12)

Aśı,

Ξij =
1

P (O|λ)

T−1∑

t=0

αt(i)aijbj(Ot+1)βt+1(j) (A.13)
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Por otro lado, definimos el número esperado de veces que el modelo pasa
por el estado j mientras se observa el śımbolo vk como:

Φjk =
T−1∑

t=0

ϕt(j, k) (A.14)

donde:

ϕt(j, k) =
αt(j)βt(j)δvk,Ot

P (O|λ)
(A.15)

Es decir,

Φjk =
1

P (O|λ)

T−1∑

t=0

αt(j)βt(j)δvk,Ot (A.16)

Para la depuración del programa puede ser útil tener en cuenta que:

Γi =
M∑

k=1

Φik =
N∑

j=1

Ξij (A.17)

El cálculo de Γi, Ξij y Φjk requiere realizar dos pasadas sobre el texto:
una hacia adelante y otra hacia atrás. En la primera se calculan todos los
αt(i) y la verosimilitud del texto P (O|λ) y en la segunda se calculan Γi, Ξij

y Φjk incrementalmente, por lo que basta con almacenar βt+1(j) en cada
iteración.

A.1.5. Nuevos parámetros

Con las suposiciones anteriores, obtenemos las siguientes fórmulas de
Baum y Welch para la actualización de los parámetros:

aij =
Ξij

Γi
(A.18)

y

bj(k) =
Φjk

Γj
(A.19)

donde se ha hecho uso de la adición de la clase de ambigüedad inicial para
que los denominadores sean iguales, en contraste con las ecuaciones (40b) y
(40c) de Rabiner (1989), en las que estos denominadores son diferentes.
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A.1.6. Segmentación

Cada vez que en el texto que se está etiquetando aparece una palabra no
ambigua, el modelo de Markov oculto solo puede estar en el estado corres-
pondiente a su etiqueta (hipótesis 3). Esto permite reorganizar el cálculo
de manera muy eficiente como ya se sugiere en el trabajo de Cutting et al.
(1992), ya que no es preciso mantener en memoria todo el texto sino solo
la porción de texto entre dos categoŕıas no ambiguas (ambas inclusive) y
tratarla como si fuese un texto completo.

Supongamos que el texto está segmentado en G segmentos o grupos.
Cada segmento g empieza en t = ig y termina en t = fg, con fg = ig+1 y
Tg = fg− ig, y tiene una palabra inicial que pertenece a la clase no ambigua
{Ig}, una palabra final que pertenece a la clase no ambigua {Fg}, y cero
o más palabras, todas ambiguas, situadas entre ellas. Estos segmentos son
normalmente bastante cortos.

Cada uno de los valores esperados Ξij , Φjk y Γi se pueden calcular como
una suma para todos los segmentos:

Ξij =
G∑

g=1

Ξ(g)
ij (A.20)

Φjk =
G∑

g=1

Φ(g)
jk (A.21)

Γi =
G∑

g=1

Γ(g)
i (A.22)

y el cálculo para cada segmento se puede realizar como si se tratase de un
texto independiente, usando solo información local al mismo.

Describiremos con algún detalle el cálculo de Ξ(g)
ij .3 Es sencillo compro-

bar que:

αig(i) = P (O1 . . . Oig)δi,Ig (A.23)

y que:

P (O1 . . . OT ) = P (O1 . . . Ofg)βfg(Fg) (A.24)

3El cálculo de Φ
(g)
jk y Γ

(g)
i es completamente análogo.
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Si definimos, para i, j = 1 . . . N ,

αg
t−ig

(i) =
αt(i)

αig(Ig)
(A.25)

y

βg
t−ig

(j) =
βt(j)

βfg(Fg)
(A.26)

se sigue que:

Ξ(g)
ij =

1
P g

Tg−1∑

τ=0

αg
τ (i)aijbj(Oig+τ+1)β

g
τ+1(j) (A.27)

ecuación completamente análoga a la A.13 excepto por el detalle de que P g

no es P (Oig . . . Ofg), porque en general Ig 6= Fg, sino:

P (g) =
P (O|λ)

αig(Ig)βfg(Fg)
= αg

Tg
(Fg) (A.28)

Las nuevas probabilidades hacia adelante αg y las variables hacia atrás βg

de cada grupo se definen recursivamente de manera similar a las del texto
completo:

αg
τ (i) =


∑

j=1

αg
τ−1(j)aji


 bi(Oig+τ ) (A.29)

αg
0(i) = δi,Ig (A.30)

βg
τ (i) =

∑

j=1

aijβ
g
τ+1(j)bj(Oig+τ+1) (A.31)

βg
Tg

(i) = 1 ∀j ∈ [1, N ] (A.32)

Las ecuaciones (A.9) y (A.16) se convierten análogamente en:

Γ(g)
i =

1
P g

Tg−1∑

τ=0

αg
τ (i)β

g
τ (i) (A.33)

y

Φ(g)
jk =

1
P g

Tg−1∑

τ=0

αg
τ (j)β

g
τ (j)δvk,Oig+τ . (A.34)

Lo dicho al final del eṕıgrafe A.1.4 sobre la implementación del cálculo
de Γi, Ξij y Φjk se puede adaptar fácilmente para el cálculo de Γ(g)

i , Ξ(g)
ij y

Φ(g)
jk .
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A.1.7. Inicialización

El algoritmo de Baum y Welch se puede inicializar, en ausencia de todo
conocimiento, con los siguientes valores:

aij =
1
N

(A.35)

y

bj(k) =

{
1

Nj
si sj ∈ vk

0 si no
(A.36)

donde Nj es el número de clases de ambigüedad en las que puede manifes-
tarse la etiqueta sj , es decir, card{v : sj ∈ v}.

Esta inicialización es la utilizada en los experimentos del caṕıtulo 8.
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δX Señal de error retropropagada de BPTT . . . . . . . . . . . 46
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Alquézar, R. y A. Sanfeliu (1994). “Inference and recognition of regular
grammars by training recurrent neural networks to learn the next-symbol
prediction task”, en F. Casacuberta y A. Sanfeliu, coordinadores, Advan-
ces in pattern recognition and aplications, World Scientific.
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stochastic regular grammars with recurrent neural networks”, en Gram-
matical inference: learning syntax from sentences, vol. 1147 de Lecture
Notes in Artificial Intelligence, págs. 274–281, Springer-Verlag, Berĺın.
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McCulloch, W. S. y W. H. Pitts (1943). “A logical calculus of the ideas
immanent in nervous activity”, Bulletin of Mathematical Biophysics, págs.
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