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Presentaión
La inferenia gramatial es un aso partiular del aprendizaje indutivo quese puede de�nir omo la tarea de desubrir estruturas omunes en ejemplosque supuestamente ha generado el mismo proeso. El onjunto de ejemploses usualmente un onjunto de adenas de�nidas sobre un alfabeto espeí�oque se desribe omo un lenguaje formal.La inferenia gramatial estoástia además inorpora informaión esta-dístia al modelo.La inferenia gramatial se ha utilizado durante las últimas déadas enreonoimiento de formas y en otras tareas omo la ompresión de datos y elproesamiento de lenguaje natural. El reonoimiento de formas se ha mos-trado omo una herramienta fundamental en tareas omo: reonoimientode arateres manusritos, de �rmas, del habla, análisis e interpretaión deimágenes, et.Esta tesis se entra en la inferenia gramatial estoástia, onretamen-te en el estudio de árboles etiquetados y sus apliaiones. El trabajo estádividido en tres bloques. El primero, dediado a los lenguajes de árboles k-testables, donde se inorpora un modelo estoástio a este tipo de lenguajes(apítulo 4) y dos de sus posibles apliaiones (apítulos 5 y 6). El segundobloque se denomina otros modelos de árboles y reune dos apliaiones sobreárboles etiquetados que no utilizan modelos probabilístios (apítulos 7 y8). Por último, en el terer bloque se indian las onlusiones y los trabajosfuturos. v



El apítulo 1 es introdutorio y desribe diferenias entre tipos de da-tos estruturados, ómo éstos se pueden aprender on modelos para luegoutilizarlos en tareas omo la lasi�aión de muestras o la ompresión detexto.Si se requieren noiones previas sobre la ompresión y oneptos relaio-nados on ella omo la entropía, sistemas de odi�aión, et. en el apítulo2 se hallan de�niiones y oneptos que se usarán el los apítulos posteriores;si no, se puede presindir de su letura.En el apítulo 3 se revisan diversos modelos estoástios para adenas y suuso en la ompresión y en la lasi�aión on algunos problemas a onsiderar.La ontribuión original de esta tesis omienza propiamente en el apítulo4, donde se de�ne un modelo estoástio de árboles y su inferenia a partirde muestras.El apítulo 5 aborda la ompresión de �heros de datos on árboles eti-quetados apliando diferentes variantes del modelo anterior, omparando losresultados on otros modelos de ompresión muy difundidos. El apítulo 6aplia diferentes variaiones de nuestro modelo a la lasi�aión de arateresmanusritos (previamente segmentados y transformados en árboles etiqueta-dos). En este apítulo, también se realiza una omparaión on otro modelode lasi�aión de árboles etiquetados.El apítulo 7 desribe un sistema nuevo de ompresión para �heros depuntos en tres dimensiones utilizando una distribuión por ada dimensión.En el apítulo 8 detalla un sistema de reonoimiento de palabras ma-nusritas ontinuas fuera de línea utilizando los árboles etiquetados omorepresentaión de las palabras manusritas y la distania de ediión entreárboles para su lasi�aión.Por último se exponen las onlusiones y trabajos futuros derivados de larealizaión de esta tesis.



Capítulo 1Introduión
1.1 Cadenas, árboles y grafosLos sistemas informátios transforman los datos de entrada en una represen-taión simbólia más adeuada para su tratamiento. Intuitivamente, uantomás natural sea esta representaión, más rendimiento se obtendrá en los re-sultados. Por ejemplo, el onepto matemátio de grafo paree más adeuadopara desribir dibujos e imágenes que el onepto de adena o suesión desímbolos. Por ello, paree más senillo enontrar las araterístias omunesa un onjunto de imágenes si se odi�an éstas omo grafos que si se haeomo adenas. Dado que enontrar éstos rasgos omunes es el primer pasodel diseño de la mayoría de algoritmos de lasi�aión de imágenes, es deesperar que se obtengan así mejores resultados.Por otro lado, los sistemas de lasi�aión suelen interpretar los datosomo agrupaiones de elementos simples o primitivas que se agrupan en pa-trones siguiendo iertas reglas. Una forma muy utilizada para desribir estasreglas de formaión de patrones es mediante el uso de reglas gramatiales(Fu 1982), lo que se onoe omo aproximaión sintátia.En partiular, las gramátias de grafos han sido estudiadas teóriamente(Engelfriet and Heyker 1991; Fahmy and Blostein 1992; Courelle et al. 1993)1



2 1. INTRODUCCIÓNy apliadas en tareas de reonoimiento de patrones (Matsello 1991; Flasinski1992; Rekers 1994).Sin embargo, la gran apaidad de representaión de este tipo de gra-mátias va unido a una ierta omplejidad matemátia y, sobre todo, a ladi�ultad de diseñar algoritmos e�ientes de análisis sintátio, álulo dedistanias (similitud) o de aprendizaje automátio de estas gramátias.El onepto matemátio de árbol y las gramátias de árboles oupan uninteresante lugar intermedio entre los métodos de adenas y los de grafos. Porun lado su apaidad expresiva es superior a la de las adenas y permitendesribir on naturalidad estruturas en las que se dan relaiones jerárquiasentre sus omponentes. Por otro lado, su manejo desde el punto de vista teó-rio es muho más senillo que el de las gramátias de grafos y disponemosde algoritmos e�ientes para muhas tareas, entre ellas el aprendizaje auto-mátio de este tipo de gramátias (Sima'an et al. 1996; Abe and Mamitsuka1997; Carraso et al. 2001).Por esto, aún a osta de perder iertamente apaidad desriptiva, las gra-mátias de árboles onstituyen un ampo de investigaión de interés. Tradi-ionalmente su apliaión se ha visto limitada a iertas áreas omo la bioquí-mia y genétia (Abe and Mamitsuka 1997) o el proesamiento del lenguajenatural (Sima'an et al. 1996). Uno de los problemas on los que nos hemosenontrado durante la realizaión de este trabajo ha sido la falta de basesde datos extensas uyo ontenido fuesen datos estruturados omo árboles.Esta di�ultad es más relevante, si abe, para los métodos de tipo estadístioque hemos planteado, donde la neesidad de grandes orpora es patente. Poreste motivo, algunos de los métodos que proponemos deberán ser ensayadosmás exhaustivamente más adelante. Es de esperar que el reimiento y de-sarrollo de banos lingüístios del tipo del Penn Tree-bank (Marus et al.1994), la expansión de la estruturaión de doumentos en las biblioteasdigitales (por ejemplo, mediante XML, que aporta una estrutura arbórea altexto), et. nos permitan disponer inminentemente de más y mayores bases



1.2. INFERENCIA GRAMATICAL 3de datos.1.2 Inferenia gramatialEl proeso de aprender la gramátia orreta para un lenguaje a partir deejemplos es onoido on el nombre de inferenia gramatial. La teoría de lasgramátias generativas fue desarrollada en los años inuenta y sesenta a par-tir de las ideas del �lólogo ameriano Noam Chomsky (Chomsky 1956). Supretensión de enontrar un formalismo matemátio para desribir los lengua-jes naturales resultó menos exitosa de lo esperado en uanto a su objetivo depermitir el diseño de programas que pudieran interpretar o traduir textos.En ambio, la apliaión de estas ideas ha resultado espeialmente proveho-sa en el ámbito de la informátia, sobre todo en el desarrollo de lenguajesde programaión y ompiladores (Aho and Ullman 1972) y en la teoría de laomputaión, espeialmente en el aprendizaje omputaional (Laird 1988) yen los métodos sintátios de reonoimiento de patrones (Fu 1982). Habi-tualmente, los ejemplos se desomponen en estruturas elementales llamadasprimitivas que apareen formando patrones según iertas reglas. Estas re-glas de generaión de patrones onstituyen la gramátia del lenguaje. Lagran ventaja de la formulaión gramatial o sintátia es que un número re-duido de reglas es apaz de desribir un onjunto virtualmente in�nito depatrones. Para ello, es su�iente on que la gramátia inluya reursividaden sus reglas.Una vez onoida la gramátia mediante el proeso de inferenia, ual-quier tarea de lasi�aión queda reduida a un problema de análisis sintáti-o, esto es: se trata úniamente de deidir si el patrón por lasi�ar perteneeal lenguaje de�nido mediante la gramátia. Para esta tarea existen diversosalgoritmos e�ientes de análisis, omo el de Coke-Younger-Kasami (Aho andUllman 1972), el de Early (1970), o para el aso partiular de gramátias re-gulares Viterbi (1967).



4 1. INTRODUCCIÓNEn este ontexto, entenderemos el aprendizaje omo la adquisiión de laapaidad para realizar on éxito una tarea. Una de�niión rigurosa de estaidea intuitiva fue formulada por Gold (1967), mediante el riterio de identi-�aión en el límite. Según este riterio, se puede aprender un onepto siexiste un proedimiento que garantiza que durante el proeso de aprendizajesólo se produirá un número �nito de errores.De forma más preisa, dado un dominio 
, llamaremos lenguaje o onep-to a ualquier subonjunto L � 
, ejemplo de L a ualquier elemento x 2 Ly muestra positiva a una seuenia in�nita S = fx1; x2; : : : g de ejemplos deL, no neesariamente distintos. La muestra �nita Sn está formada por losn primeros elementos de S. Diremos que el lenguaje L es identi�able enel límite si existe un proedimiento A (S; n) que, dada una muestra S dellenguaje L:� para ada número natural n 2 N , propone omo hipótesis para L unlenguaje hn = A(S; n);� además, hn onverge a L en el sentido de que hn = L exepto paraun número �nito de valores de n, es deir, existe un valor n0 tal quehn = L siempre que n � n0.Una lase de lenguajes F es identi�able en el límite si todos los lenguajesde la lase son identi�ables en el límite mediante un mismo proedimientoA. Gold también demostró que muhas lases importantes de lenguajes nopueden ser identi�ados en el límite a partir de ejemplos. En muhos asos,una muestra positiva no es su�iente para identi�ar el lenguaje, esenial-mente debido al problema de la generalizaión exesiva. La generalizaiónexesiva se produe uando se formula una hipótesis que es más general quela orreta. Por ejemplo, h2 generaliza a h1 si h1 � h2. Si sólo disponemosde ejemplos, no siempre es posible elegir un proedimiento que identi�que enualquier aso la hipótesis orreta.



1.2. INFERENCIA GRAMATICAL 5Sin embargo, existen vías alternativas que evitan estas di�ultades. Unade ellas es la utilizaión de muestras ompletas. Una muestra ompleta in-luye no sólo los ejemplos del lenguaje sino también los ontraejemplos, deforma que ada elemento aparee lasi�ado omo perteneiente o no al on-epto. La informaión ontenida en la muestra ompleta S es su�iente paradesartar todas las hipótesis que son demasiado generales. Sin embargo, enla prátia los ontraejemplos no son fáiles de onseguir, al menos en laantidad deseada. Por ejemplo, en una tarea de reonoimiento de arate-res manusritos podemos reoger grandes muestras de dígitos 0 y suponerque todas las formas de eros aabarán siendo reogidas en la muestra. Sinembargo, aunque los ejemplos de otros dígitos pueden ser tomados omo on-traejemplos de eros, es evidente que estos no son representativos de la laseomplementaria (no todos los grafos que no representan un ero son otrodígito), por lo que el aprendizaje mostrará sistemátiamente una tendeniaa la generalizaión exesiva.La utilizaión de muestras ompletas puede ser evitada de varias formas:por ejemplo, si se dispone de informaión adiional aera del orden de pre-sentaión de los elementos de la muestra, si se asume que los ejemplos hansido generados de auerdo on una distribuión probabilístia preestableidaaunque desonoida o, omo en el aso de esta tesis, se restringe la lase delenguajes que se quiere inferir. En nuestro aso supondremos que los lengua-jes perteneen a la lase k-testable, un subonjunto propio de los lenguajesregulares.La ventaja de estos modelos es, por tanto, que en aso de que los datospuedan desribirse por un modelo k-testable, disponemos de algoritmos quegarantizan que el modelo orreto será identi�ado en el límite. Sobre estemodelo onstruiremos un modelo probabilístio basado en el riterio de má-xima verosimilitud y lo apliaremos en tareas de lasi�aión y ompresiónde datos.Dentro de la aproximaión sintátia, los modelos estoástios han sido



6 1. INTRODUCCIÓN

datos datos
comprimidos

compresión

descompresiónFigura 1.1: Esquema de ompresión reversibleampliamente utilizados en tareas de prediión y de lasi�aión. Tal y o-mo argumenta Fu (1982), los modelos estoástios permiten tratar de formanatural fenómenos omo la superposiión de patrones entre lases, esto es,patrones que perteneen a más de una lase bien debido a errores de lasi�-aión o a la presenia de ruido en la fuente. En algunos problemas, omoen la prediión de series temporales, los modelos estoástios onstituyen laaproximaión más realista (piénsese por ejemplo en la prediión bursátil).En otros, omo el tratamiento del lenguaje natural (Manning and Shütze1999), los métodos probabilístios onstituyen uno de los proedimientos másutilizados para resolver la ambigüedad léxia y sintátia.Para que el aprendizaje sea posible es en general neesario haer algunashipótesis sobre la forma en que se generan los patrones observados. Ennuestro aso, supondremos que el modelo subyaente pertenee a la lasek-testable.1.3 Compresión de textoLa ompresión de datos, en general, transforma una entrada en ódigos queoupan menor espaio. En prinipio interesa que esta transformaión seareversible (�gura 1.1). En este aso, se habla de ompresión sin pérdidas(�lossless ompression�). Aunque hay situaiones en las que una ierta dis-torsión es aeptable (por ejemplo el estándar JPG admite ierta distorsiónde la imagen), en este trabajo nos entraremos en métodos de ompresiónsin pérdidas y, espeí�amente, para entradas de tipo texto estruturado on



1.3. COMPRESIÓN DE TEXTO 7estátios adaptativossímbolo a símbolo Hu�man ompresión aritmétiabasado en diionario � Ziv-LempelTabla 1.1: Ejemplos de distintos tipos de ompresión de texto.Método No aproximado de bits promedio por símboloHu�man 5Ziv-Lempel 4Compresión aritmétia 2Tabla 1.2: E�ienia relativa de distintos métodos para omprimir texto eninglés. Cada símbolo sin omprimir oupa un byte = 8 bits.forma de árbol y nubes de puntos que desriben super�ies 3DLos métodos de ompresión de texto pueden dividirse en:1. métodos símbolo a símbolo, que odi�an un símbolo ada vez, asig-nando un ódigo más orto a aquellos más probables y2. métodos basados en diionario, que odi�an fragmentos de texto o-mo referenias a entradas de un diionario.Además, la ompresión puede ser estátia, si el ódigo generado no dependede la posiión del fragmento omprimido en el texto, o adaptativa, si laompresión se realiza teniendo en uenta la parte ya omprimida. Estosdos riterios permiten lasi�ar los métodos más importantes de ompresiónde texto tal y omo se representa en la tabla 1.1.En la prátia, la división entre métodos símbolo a símbolo y métodosbasados en diionario no está lara en todos los asos, ya que hay métodoshíbridos que utilizan araterístias de las dos ténias. No obstante, enesta tesis nos entraremos sobre todo en los métodos adaptativos símboloa símbolo: en partiular se usarán modelos de tipo PPM (Predition byPartial Mathing) y de ontexto �nito (k-gramas) ombinados on ténias deompresión aritmétia. El motivo para ello es que los mejores resultados para



8 1. INTRODUCCIÓNompresión de texto publiados hasta la feha (Witten et al. 1987; Nelson1991; Witten et al. 1999) se obtienen ombinando ténias de odi�aiónaritmétia on modelos adaptativos (tabla 1.2).Sin embargo, es preiso alarar que la ompresión aritmétia tiene algúninonveniente: no permite que la desompresión del texto omiene en unpunto arbitrario (algo que sí permiten los métodos estátios) y además resultaen general más lenta que los métodos basados en diionario. A ambio, losmétodos adaptativos no preisan transmitir el modelo que se está usandopara la ompresión, algo que requiere un espaio adiional.



Capítulo 2Introduión a la odi�aiónaritmétiaLos modelos estoástios son muy importantes para la ompresión, ya queellos son los enargados de predeir el próximo símbolo on una determinadaprobabilidad y de ella dependerá la e�ienia de la ompresión.Por ejemplo, si quisiéramos omprimir un texto en el que pueden apare-er úniamente las palabras {muy, buenos, días}, bastaría on asignar losódigos binarios {00,10,11} respetivamente, a las palabras. Se sustituye lapalabra por el ódigo orrespondiente y reduirá el tamaño del texto original.Si tenemos el textobuenos buenos días muy buenos díasque oupa 34 bytes (un byte por aráter) se odi�aría omo101011001011on un tamaño total de 11 bits. Pero si sabemos que la palabra buenosaparee on muha más probabilidad que las otras dos, se podrían odi�arlas palabras {muy, buenos, días} on {00, 1, 01}. Si odi�amos de nuevo9



10 2. INTRODUCCIÓN A LA CODIFICACIÓN ARITMÉTICAel ejemplo anterior, 110100101el mismo texto ahora ouparía 9 bits.Siguiendo on el ejemplo anterior nos podríamos haer varias preguntas:1. ¾Existe un límite (en número de bits) para la ompresión?2. Si existe este límite, ¾uáles son los ódigos óptimos que debemos uti-lizar?La respuesta a la primera pregunta es que se puede estableer un límite parala ompresión, llamado límite entrópio, de forma que no existe método deompresión apaz de omprimir un símbolo en promedio on menor númerode bits.Respeto de la segunda pregunta, existen varios métodos para asignar losódigos óptimos en la ompresión. Dos de los prinipales son los ódigos deHu�man y la odi�aión aritmétia.2.1 Códigos, entropía y ompresiónSea una variable aleatoria X on un rango AX = fa1; : : : ; aNg y probabi-lidades PX = fp1; : : : ; pNg, es deir, P (ai) = P (X = ai) = pi, pi � 0 yPx2AX P (x) = 1.Una odi�aión (binaria) C para la variable aleatoria X es una funiónC : AX ! f0; 1g+. La odi�aión de un texto C+ : A+X ! f0; 1g+esC+ (x1x2 � � �xN) = C (x1) C (x2) � � � C (xN) (2.1)Algunas ondiiones son básias para que la odi�aión sea útil. Laprimera es que la odi�aión de una adena sea unívoamente desodi�able,lo que permite la reversibilidad de la odi�aión.



2.1. CÓDIGOS, ENTROPíA Y COMPRESIÓN 11

1
1

0

0 1 10(a) (b)Figura 2.1: Árbol de pre�jos de las odi�aiones: a) C1 = f0; 101g; b)C2 = f1; 101g.La odi�aión CX es unívoamente desodi�able si C+es inyetiva enA+X , es deir, 8x; y 2 A+X ; x 6= y ) C+ (x) 6= C+ (y) : (2.2)Por ejemplo, sea una variable aleatoria X: AX = fa; b; ; dg, PX =f1=2; 1=4; 1=8; 1=8g y la odi�aión C0 = f1000; 0100; 0010; 0001g. EntonesC0 (ab) = 10000100. La de�niión de C0 es un ejemplo de odi�aión unívo-amente desodi�able, ya que no es posible obtener el mismo resultado ondos entradas distintas.Una segunda ondiión es que el ódigo debe ser e�ientemente desodi-�able. Esto es, que no sea preiso analizar todo el ódigo para omenzar ladesodi�aión. Para ello, se introdue el siguiente onepto.La odi�aión CX es instantánea si ningún ódigo es pre�jo de otro. Enese aso, el �nal de la odi�aión de un símbolo se puede detetar instantá-neamente. Toda odi�aión instantánea es unívoamente desodi�able.Si C (A) es el onjunto de símbolos odi�ados y C es instantánea, el árbolde pre�jos de C (A) sólo tiene asignaiones de ódigos en las hojas (véase�gura 2.1). Por ejemplo, la odi�aión C1 = f0; 101g es instantánea, ya que0 no es pre�jo de 101, ni 101 es pre�jo de 0. En ambio C2 = f1; 101g noes instantánea, porque 1 es pre�jo de 101 por tanto, uando desodi�quemos



12 2. INTRODUCCIÓN A LA CODIFICACIÓN ARITMÉTICAuna seuenia 1 � � � no es su�iente on examinar el 1 y tomar una deisión,porque podría ser el ódigo 1 2 C2 o el omienzo del ódigo 101 2 C2. Comose apreia en la �gura 2.1 el árbol b) ontiene un estado interno �nal.El número de bits esperado on la odi�aión CX esL (CX ; X) =Xi p(ai)l(ai) (2.3)donde l(ai) es la longitud de la odi�aión para el evento ai.Por otro lado, el ontenido de informaión para odi�ar un sueso ai 2AX se de�ne omo I (ai) = log2 (1=pi), y la entropía, se de�ne omo:H (X) =Xi p(ai)I(ai) (2.4)Se puede demostrar (Shannon 1948) que para ualquier odi�aión CXH (X) � L (CX ; X) ; (2.5)es deir, la entropía es una ota inferior de la longitud promedio de odi�a-ión por símbolo.Cuanto más nos aerquemos a la entropía, mejor habremos asignado losódigos CX . Comparando las euaiones (2.4) y (2.3) observamos que sihaemos orresponder l(ai) on I(ai) obtendremos una odi�aión óptima.Obviamente, esto sólo es posible si para todos los elementos, los valores I(ai)son enteros.Supongamos que tenemos un dado on 6 aras distintas y que todas ellasson equiprobables, por lo que nuestro alfabeto AX tiene 6 símbolos, P (X) =1=6 y CX = f000; 001; 010; 011; 100; 101; 110g. En ese aso tendríamos una en-tropíaH (X) = 2:59 y L (CX ; X) = 3 satisfae la euaión (2.5). Supongamosahora un dado on probabilidades PY = f1=2; 1=10; 1=10; 1=10; 1=10; 1=10g yCY = f0; 1000; 1001; 101; 110; 111g. Tendríamos una entropía H (Y ) = 2:16y L (CY ; Y ) = 2:2. También en este aso se satisfae la euaión (2.5) pero



2.2. CODIFICACIÓN DE HUFFMAN 13podemos omprimir más los datos usando la odi�aión CY que la CX , queseguiría usando 3 bits por símbolo. Este ejemplo ilustra la onvenienia de,en la medida de lo posible, asignar ódigos más largos a los resultados más im-probables. El ideal es l(ai) = log2(1=pi). Esto es preisamente lo que intentala odi�aión de Hu�man que presentamos brevemente a ontinuaión.Nótese que si pi = 0 tenemos I (ai) =1, lo que produirá en el mejor delos asos ódigos de longitud enorme para ese símbolo. Debemos evitar queel modelo asigne una probabilidad ero a un símbolo que puede apareer enla prátia, ya que ello deterioraría onsiderablemente la ompresión.2.2 Codi�aión de Hu�manUn método de ompresión e�iente basado en probabilidades es la odi�a-ión de Hu�man. En el trabajo de Hu�man (1952) se desribía un métodopara la reaión de una tabla de ódigos para un onjunto de símbolos dado,sabiendo sus probabilidades. La tabla de odi�aión de Hu�man garantizaque produe la menor antidad posible de bits para ada símbolo de entradamediante los llamados ódigos de mínima redundania. Una desripión deómo se generan los ódigos de Hu�man puede hallarse en Cover and Thomas(1991), Makay (1998) y Witten et al. (1999).La odi�aión de Hu�man asigna un ódigo de salida a ada símbolo s.La longitud de estos ódigos se asigna estritamente dependiendo de la pro-babilidad del símbolo. El número de bits óptimos usados para ada símboloes I (s).Un problema que aparee on esta odi�aión es el llamado bit extra.Hu�fman garantiza que la longitud media de sus ódigos umpleH (X) � L (CX ; X) � H (X) + 1 (2.6)on lo que para ada ódigo tenemos de 0 a 1 bit de más. Si el valor deH(X) es grande no es importante esta fraión extra, pero si es pequeño, los



14 2. INTRODUCCIÓN A LA CODIFICACIÓN ARITMÉTICAeventos on alta probabilidad inorporan este bit extra haiendo ine�ientela ompresión. Por ejemplo, si un aráter tiene una probabilidad de p (s) =0:99, el número óptimo de bits es I (s) = 0:0145 que es un número erano a0; en ambio, el esquema de Hu�man le asignaría 1 bit para odi�arlo.Un segundo problema de la odi�aión de Hu�man surge uando que-remos haerla adaptativa. Cuando se usan métodos no adaptativos, el pro-grama de ompresión lee los datos de entrada y alula las estadístias. Losdatos son odi�ados on respeto a las estadístias que no ambian a lo lar-go del proeso de ompresión. El odi�ador típiamente onstruye la tablade probabilidades a partir de la entrada, por lo que el desodi�ador debetener esta tabla antes de omenzar a desodi�ar. Esta tabla se le debe pasaromo abeera en el �hero omprimido, lo que inrementa inevitablementeel tamaño de éste. Obviamente, esta aproximaión tendrá problemas seriossi la estadístia para el modelo onsume más espaio que los datos que seomprimen.La soluión a este problema es usar esquemas adaptativos. En la ompre-sión de datos adaptativa, el ompresor y el desompresor omienzan on elmismo modelo. El ompresor odi�a un símbolo usando el modelo existente,entones atualiza el ontador del modelo on el nuevo símbolo. El desom-presor desodi�a un símbolo usando el modelo existente, y luego atualizael modelo. Mientras el algoritmo que atualiza el modelo funione exata-mente igual para el ompresor y el desompresor, el proeso puede funionarperfetamente sin la neesidad de pasar estadístias del ompresor al desom-presor. La ompresión adaptativa de datos tiene la desventaja de omenzara omprimir on estadístias poo óptimas. Sin embargo, si desontamos eltamaño de la estadístia del modelo de los datos omprimidos, un algoritmoadaptativo será generalmente más e�iente que un modelo estadístio �jo.El problema que tiene ombinar esquemas adaptativos on la odi�aiónde Hu�man es que hay que realular los ódigos de Hu�man ada vez quese lee un aráter y esto es un proeso muy ostoso. De heho, algoritmos



2.3. CODIFICACIÓN ARITMÉTICA 15Símbolo ProbabilidadESPACIO 1=10A 3=10C 1=10D 1=10E 1=10N 2=10U 1=10Tabla 2.1: Tabla de probabilidades orrespondiente al mensaje "UNA CADENA"e�ientes que onstruyen ódigos de Hu�man adaptativos no apareieronhasta 20 años después de que Hu�man publiara su odi�aión (Gallager1978; Cormak and Horspool 1984; Vitter 1989).2.3 Codi�aión aritmétiaLa odi�aión aritmétia es un respetable andidato para reemplazar laodi�aión de Hu�man. En odi�aión aritmétia no se reemplaza unsímbolo por un ódigo determinado. En ambio, se oge la entrada y sereesribe omo un únio número en la salida. Cuando más largo es el mensajemás bits se neesitan para odi�ar el número �nal.La ventaja fundamental de la odi�aión aritmétia respeto a la deHu�man es que trata el texto ompleto s1s2 : : : sN omo el resultado de unexperimento aleatorio, on lo que el efeto de pérdida de un bit es despreia-ble. De heho, en la odi�aión aritmétia se asigna un número entre 0 y 1a ada texto posible.Para onstruir el número de la salida e�ientemente se debe tener unmodelo que permita predeir la probabilidad del siguiente número sin tenerque proesar el resto de la entrada.Por ejemplo, vamos a odi�ar el mensaje "UNA CADENA" suponiendo quelas probabilidades son las que muestran la tabla 2.1. Una vez que la tabla



16 2. INTRODUCCIÓN A LA CODIFICACIÓN ARITMÉTICASímbolo Probabilidad Rango(low,high)ESPACIO 1=10 [0:0; 0:1)A 3=10 [0:1; 0:4)C 1=10 [0:4; 0:5)D 1=10 [0:5; 0:6)E 1=10 [0:6; 0:7)N 2=10 [0:7; 0:9)U 1=10 [0:9; 1:0)Tabla 2.2: Tabla de probabilidades y rangos orrespondiente al primer sím-bolo del texto. Nuevo símbolo low high0:0 1:0U 0:9 1:0N 0:97 0:99A 0:972 0:978ESPACIO 0:972 0:9726C 0:97224 0:9723A 0:972246 0:9722568D 0:972255 0:9722568E 0:97225608 0:97225626N 0:972256206 0:972256242A 0:9722562096 0:9722562204Tabla 2.3: Traza ompleta de odi�aión orrespondiente al mensaje "UNACADENA"Algoritmo 2.1 Codi�aión Aritmétialow=0high=1mientras queden símbolos de entrada hazlee símbolorange = high-lowhigh = low + range*high(símbolo)low = low + range*low(símbolo)�n mientrasdevuelve low



2.3. CODIFICACIÓN ARITMÉTICA 17Algoritmo 2.2 Desodi�aión Aritmétialee número odi�adorepitebusa símbolo: low(símbolo)<=número<high(símbolo)imprime símbolorange = high(símbolo)-low(símbolo)número = (número - low(símbolo))/ rangehasta no hay más símbolosdevuelve lowde probabilidades se onoe se neesita asignar un rango distinto entre 0 y 1para ada uno de los símbolos del alfabeto de la entrada. Esto se hae ons-truyendo la funión de distribuión aumulada. Continuando on el ejemploanterior se obtendría la tabla 2.2.El símbolo más signi�ativo es el primero, ya que marará el rango prin-ipal en el que se enontrará el número �otante �nal. Por ejemplo, uandoodi�amos el mensaje "UNA CADENA" el primer símbolo es una U uyo rangoes [0:9; 1:0) por lo que ya sabemos que el número �nal del mensaje estará eneste rango.Después de proesar el primer símbolo de la entrada, sabemos que elresultado está en el rango [0:9; 0:1). Para odi�ar el segundo símbolo, N, onun rango de [0:7; 0:9), debemos insertar este segundo rango dentro del primerrango on lo que el resultado después de proesar UN sería [0:97; 0:99). Deeste modo seguiría el proeso hasta llegar al �nal del mensaje. El algoritmoen pseudo-ódigo se muestra en el algoritmo 2.1 y una traza ompleta parael ejemplo que estamos tratando se muestra en la tabla 2.3. El número �nalque odi�a el mensaje de "UNA CADENA" sería ualquiera entre 0:9722562096y 0:9722562204.Se debe destaar que no es preiso almaenar los números ompletos en lamemoria, lo que resultaría inviable para textos grandes. Por ejemplo, una vezque el rango es [0:97; 0:99), ya sabemos que la primera ifra de la salida es unnueve, se puede enviar a la salida y almaenar sólo los límites [7; 9), liberando



18 2. INTRODUCCIÓN A LA CODIFICACIÓN ARITMÉTICAmemoria para seguir el proesamiento. Además, se utiliza aritmétia enterapara evitar errores. Véase, por ejemplo, Nelson (1991).De igual forma pero en sentido inverso el desodi�ador leería el númeroodi�ado e iría interpretando los símbolo según sus rangos. El algoritmo enpseudo-ódigo se muestra en el algoritmo 2.2.Si se utiliza la odi�aión aritmétia para omprimir texto, es neesarioque se umplan dos ondiiones para que ésta sea efetiva:� que la entropía de la entrada sea pequeña, ya que la entropía onstituyeuna ota inferior de ualquier sistema de ompresión;� que el modelo estoástio que utiliemos para predeir los símbolos dela seuenia de entrada lo haga de la forma más orreta posible.La ompresión no es posible si la entropía es muy elevada. Por ejemplo, on256 símbolos y una probabilidad uniforme de 1=256 se tendría una entropíaH = 8 y generaría un �hero de salida de igual tamaño que el de la entrada,puesto que ada símbolo usaría 8 dígitos binarios para odi�arse.Por otro lado, la neesidad de predeir exatamente la probabilidad de lossímbolos de entrada es inherente a la naturaleza de la odi�aión aritmétia.Si tuviéramos los 256 símbolos anteriores, on una distribuión diferente auna uniforme, neesitaremos un modelo estoástio que prediga los símbolosde la forma más exata posible. Lo más destaable de este tipo de odi�a-ión es que redue el número de los dígitos binarios neesarios para odi�arun aráter. Por ejemplo, si la letra e representa el 25% de los datos, podríaodi�arse on solamente 2 dígitos binarios. Si la letra Z representa sola-mente el 0:1% de los datos, podría odi�arse on 10 dígitos binarios. Si elmodelo no genera las probabilidades orretamente, puede tomar 10 dígitosbinarios para representar e y 2 dígitos binarios para representar Z, ausandola expansión de la entrada en vez de la ompresión.Una desripión más detallada de la odi�aión aritmétia puede en-ontrarse en Witten et al. (1987), que también inluye una implementaión



2.3. CODIFICACIÓN ARITMÉTICA 19de este tipo de odi�aión. Una desripión más pedagógia se halla en ellibro de Makay (1998). En Nelson (1991) se presenta una implementaióne�iente de la odi�aión aritmétia usando lenguaje C.



20 2. INTRODUCCIÓN A LA CODIFICACIÓN ARITMÉTICA



Capítulo 3Modelos estoástios para laompresión y la lasi�aión deadenasTodo modelo estoástio asigna probabilidades a los distintos resultados ob-servables y éstas pueden servir para la ompresión o para la lasi�aión denuevos datos.Cuando se omprime utilizando un odi�ador aritmétio, éste neesitaun modelo probabilístio para odi�ar los símbolos. El desompresor usa elmismo modelo estoástio para enontrar uál es el símbolo atual a partirde la salida del ompresor (�gura 3.1).
modelo

compresor descompresor

entrada
texto

salida
texto

texto
comprimidoFigura 3.1: Esquema de ompresión usando modelos estoástios21



22 3. MODELOS ESTOCÁSTICOS PARA LA COMPRESIÓN Y LA CLASIFICACIÓN DE CADENAS

discriminador
entrada salida

modelo 1

modelo 2

modelo n

...

Clasificador

Figura 3.2: Esquema de un lasi�ador basado en modelos estoástios.Cuando se lasi�a, existen tantos modelos omo lases (�gura 3.2). Laprobabilidad que suministra ada modelo para una misma entrada sirve paradisriminar y lasi�ar la entrada omo perteneiente a la lase más probable.Este método de seleión se llama riterio de máxima verosimilitud (Dudaand Hart 1973).En este apítulo se reopilan los modelos estoástios más utilizados paratexto.En el siguiente apítulo se desarrolla la extensión y la apliaión de estosmodelos a estruturas de datos on forma de árbol.3.1 Modelos de ontexto �nito (k-gramas)Este tipo de modelo se basa en una idea muy simple: las probabilidadespara ada símbolo de la entrada se alulan basándose en el ontexto en elque aparee. El orden del modelo se re�ere al número de símbolos que seexaminan para alular la probabilidad del atual.Puede pareer que la probabilidad de un símbolo dado en una seueniaes �ja, pero no es del todo ierto. Por ejemplo, al analizar el ódigo fuente de



3.1. MODELOS DE CONTEXTO FINITO (K-GRAMAS) 23un programa de lenguaje C, la probabilidad de un aráter de nueva línea enel texto puede ser 1=40. Esta probabilidad podría determinarse explorandoel texto entero y dividiendo el número de líneas entre el número total dearateres. Pero si utilizamos un modelo que mire un aráter anterior,las probabilidades ambian. En ese aso, si el aráter anterior era }, laprobabilidad de un aráter de nueva línea podría ser 1=2. Esta idea es labase de los modelos de ontexto �nito.El modelo más simple de ontexto �nito es el modelo de orden 0. Estosigni�a que la probabilidad de ada símbolo es independiente de ualquiersímbolo anterior. Para implementar este modelo sería neesario un solo vetoron las freuenias de ada símbolo. Para un modelo de orden 1, se neesitaría256 (si estamos trabajando on bytes) vetores de freuenias, puesto que seneesita guardar por separado las apariiones de ada símbolo para adaontexto posible. Asimismo, un modelo de orden 2 neesita 65.536 vetoreso uso de matries dispersas.Paree lógio que aumentando el orden del modelo, las tasas de ompre-sión y lasi�aión mejoren. Por ejemplo, la probabilidad del símbolo u queaparee en este apítulo puede ser del 5%, pero si el aráter anterior delontexto es q, la probabilidad podría ser del 95%. Cuando se predien a-rateres on alta probabilidad, disminuye el número de bits neesarios parala odi�aión y aumenta la probabilidad �nal para la lasi�aión.Desafortunadamente, si el orden del modelo aumenta linealmente, el on-sumo de memoria lo hae exponenialmente. Otro problema asoiado alaumento del orden k es que si las probabilidades se han estimado a partir dela experienia, es neesario una muestra gigantesa para tener una estimaión�able, espeialmente en los suesos poo probables.



24 3. MODELOS ESTOCÁSTICOS PARA LA COMPRESIÓN Y LA CLASIFICACIÓN DE CADENAS3.2 Modelos de desuento básiosComo soluión al problema anterior surgen los modelos de desuento. Estosmodelos asignan una probabilidad distinta de ero a símbolos o suesos queno han apareido todavía en un ontexto. Lógiamente, esto signi�a quese redue, de alguna forma, la probabilidad asignada a los símbolos observa-dos. La forma en que se estiman estas probabilidades da lugar a diferentesténias.En primer lugar, abordaremos el modelo de desuento de Katz desritoen Katz (1987). Este modelo multiplia por un fator de desuento propor-ional � (h; w) ada uno de los símbolos w que apareen tras un ontexto hsiempre que su número de apariiones osile entre 1 y un parámetro externod, estableido a priori. De esta forma sólo se desuenta a un determinadonúmero de símbolos que han apareido poas vees (entre 1 y d). El restode símbolos tienen la misma probabilidad que en el modelo original. La pro-babilidad de los n0 símbolos que no han apareido todavía es la suma de losvalores desontados proporionalmente por � (h; w) dividido entre n0.En segundo lugar, desribiremos el modelo de desuento absoluto (Neyand Essen 1993). Este modelo resta un valor onstante b de desuento alnúmero de apariiones de un símbolo w en un ontexto h, por lo que quedandisminuidas todas las probabilidades del ontexto. Los símbolos que todavíano han apareido en el ontexto h reiben del modelo original la probabilidadorrespondiente al oiente entre la suma de todas las onstantes b de lossímbolos existentes y el número de dihos símbolos vistos el ontexto w, todoello dividido entre n0 para que la probabilidad de los símbolos no vistos seaequiprobable.Por último, expondremos el modelo de desuento lineal (Katz 1987; Je-linek 1990). Este modelo está basado en el modelo de Katz y desuenta unfator onstante � (h; w) = � a las probabilidades de todos los símbolos w deun ontexto h, on lo que la probabilidad �nal de los símbolos no vistos es�=n0.



3.3. MODELOS DE DESCUENTO EXTENDIDOS 25No obstante estas tres ténias desritas en este apartado afetan a unúnio modelo. En ambio, se puede obtener un aproximaión mejor a laprobabilidad de un evento o símbolo no visto usando varios modelos.
3.3 Modelos de desuento extendidosEn este apartado se usaran varios modelos a la vez, aprovehando arate-rístias de ada uno de ellos para obtener la probabilidad de un símbolo.Por ejemplo, si tenemos un k � kmax = 3, es deir, uatro modelos M [k℄ deontexto �nito on un orden k = 0; 1; 2; 3, respetivamente, podemos usarsimultáneamente la informaión ontenida en los uatro modelos.La interpolaión de modelos (Ney et al. 1997) se basa en un idea muysenilla: se trata de alular la probabilidad �nal omo ombinaión linealde las probabilidades obtenidas on ada uno de los modelos. A ada modeloM [k℄ se le asigna un peso �k on la restriión de que todos los pesos �kdeben sumar 1.El modelo de suavizado multinivel (Ney et al. 1997) trata de apliar algu-na ténia de desuento para ada modelo M [k℄ que tengamos y normalizarlas probabilidades de desuento. De esta forma, se trata de alular lasprobabilidades on el modelo de orden k mayor, pero si éste no tiene proba-bilidad asoiada al símbolo atual, se usa M [k�1℄, y así suesivamente hastallegar al modelo básio M [0℄ que reonoe ualquier símbolo. Este modeloserá desrito en la seión siguiente omo modelo de prediión por onor-dania parial, ya que este es el nombre on el que se onoe en el ámbito dela ompresión de texto.



26 3. MODELOS ESTOCÁSTICOS PARA LA COMPRESIÓN Y LA CLASIFICACIÓN DE CADENAS3.4 Modelos de prediión por onordania par-ialAbreviamos este tipo de modelos on las siglas PPM del nombre en inglésPredition by Partial Mathing (Cleary and Witten 1984). Como se ha o-mentado anteriormente, una mejora de los modelos de ontexto �nito onsisteen aumentar el orden del modelo. Un modelo de orden 0 onsidera los sím-bolos independientes sin mirar su ontexto. Si examinamos el ontexto delsímbolo atual mirando los arateres anteriores de la entrada de datos, sepredeirá mejor la probabilidad de los símbolos de la entrada.Cuando tenemos modelos de orden 2, 3 o superiores, surge un problemaque ilustra el siguiente ejemplo: se va a intentar predeir qué aráter vienedespués de REQ en una entrada de texto. Si la probabilidad de que el símbolosiguiente sea una U es del 90%, entones, odi�ar este símbolo requiere menosde un dígito binario. Pero uando estamos utilizando un modelo adaptativo,tenemos que leer gran antidad de símbolos de la entrada para omenzar apredeir la U on una probabilidad alta.El problema está en que un modelo de orden k asigna a ada aráteruna probabilidad en (0; 1℄. Iniialmente no se tiene ningún onoimientosobre qué tipo de distribuión tendrá el texto de entrada. Generalmente seempieza asignando a ada aráter la misma probabilidad. Esto signi�aque ada byte tiene una probabilidad de 1=256 de apareer después de lossímbolos de REQ. Ahora, de igual forma si la letra U aparee en este ontexto10 vees, su probabilidad aumentará hasta 11=266. El resto de los símbolosestán oupando un espaio valioso en el vetor de probabilidades aún uandonuna sean vistos.La soluión a este problema es �jar las probabilidades iniiales de todoslos símbolos a 0 para un ontexto dado, y tener un ódigo espeial " (ódigode esape) que se produe uando un símbolo no se ha visto previamente.Para el ontexto anterior REQ, se �ja la probabilidad del ódigo de esape



3.4. MODELOS DE PREDICCIÓN POR CONCORDANCIA PARCIAL 27iniialmente a 1 y se tiene la probabilidad del resto de símbolos �jados a 0.La primera vez que el aráter U sigue a REQ, se tendría que emitir un ódigode esape, seguido por el ódigo de la U en un ontexto distinto. Durantela atualizaión del modelo se podría inrementar el ontador para U en elontexto de REQ a 1, así que ahora tendrá una probabilidad de 1/2. Lapróxima vez que apareza, se odi�ará on 1 bit.La pregunta obvia entones es: ¾qué utilizamos omo ontexto despuésde emitir un ódigo del esape? Una soluión muy razonable y tambiénadaptativa es: si el ontexto es de orden 3 y se genera un ódigo de esape,el ontexto siguiente es de orden 2; si se vuelve a emitir un esape el próximoontexto sería el 1 y de ontinuar llegaríamos hasta el orden espeial 0, onel que se puede odi�ar ualquier símbolo. Esto signi�a que la primera vezque se utiliza el ontexto REQ y U neesita odi�arse, entones se emite unesape y se ae a un modelo de orden 2 que intenta odi�ar el aráter U onel ontexto EQ. Si se ontinua sin poder odi�ar la letra U on el ontextoQ llegaríamos hasta el modelo de orden 0 donde se emitiría el ódigo de la Usin ontexto. El ontexto 0 iniializa la uenta de todos los símbolos posiblesa 1 y nuna se atualiza.Cuando se omienza a odi�ar una seuenia se emitirán bastantes ó-digos de esape, ya los símbolos en el ontexto donde apareen lo harán porprimera vez. Según avanza la ompresión, su probabilidad irá, en general,disminuyendo.En lasi�aión no es usual utilizar modelos adaptativos porque los mode-los se entrenan on muestras en primer lugar y lasi�an los nuevos patronesposteriormente.Existen diversos métodos para estimar la probabilidad de estos ódigosde esape. En lo que sigue, usaremos las siguientes variables:� sea g el número de símbolos distintos que han apareido detrás de unontexto dado h,� sea n el número de apariiones del ontexto h,



28 3. MODELOS ESTOCÁSTICOS PARA LA COMPRESIÓN Y LA CLASIFICACIÓN DE CADENAS� sea i el número de apariiones del símbolo ai tras el ontexto h, talque Pgi=1 i = n, y,� sea tj el número de símbolos i on freuenia i = j en un ontexto h.Los modelos de ontexto �nito de la seión anterior orresponde a una pro-babilidad para los esapes p (") = 0 y para los símbolos p (i) = i=n. Aontinuaión exponemos brevemente distintas aproximaiones para el álu-lo de p (") en los modelos PPM:� En el libro de Bell et al. (1990) se desribe el método A (PPMA) queesenialmente onsiste en dejar �jo el ontador de ódigos de esape,de modo que p (") = 1=(n+1), mientras se atualiza el resto de reglas,p (i) = i=(n+ 1). De esta forma, p (") es ada vez menos probable.� Una aproximaión mejor que la anterior desrita por Mo�at (1990),llamada método C (PPMC) asigna al ódigo de esape el número desímbolos distintos que apareen en la tabla de un ontexto que se hanvisto hasta el momento. Esto es, p (") = g=(n + g), y para el restop (i) = i=(n+ g).� Otra aproximaión (Howard 1993) ligeramente mejor que el PPMCes el PPMD. Consiste en asignar al ódigo de esape la mitad de lasnuevas apariiones para un ontexto dado, es deir, una probabilidadp (") = g=(2n) y para el resto p (i) = (2i � 1)=(2n).� Una nueva aproximaión propuesta por Witten and Bell (1991), llama-da método X (PPMX), usa el número de hapax legomena (reglas defreuenia uno) t1. Se trata de equiparar la freuenia de las reglas onuna repetiión a las que todavía no han apareido, de forma que las pro-babilidades serían: p (") = t1=(n+ t1) y para el resto p (i) = i=(n+ t1).Si fuera posible que t1 = 0, entones podríamos utilizar la aproxima-ión: p (") = (t1+1)=(n+t1+1) y p (i) = i=(n+t1+1). Re�namientossobre esta estrategia se exploraron en Cleary et al. (1995).



3.5. MODELOS DE MARKOV DINÁMICOS 29Los resultados que se obtienen usando métodos PPM son equiparables al mé-todo de ompresión de ordenamiento por bloques (apéndie A.1). Tambiénhay que añadir que la efetividad del método de ompresión basado en pa-labras (apéndie A.2) se aproxima al PPM y, además es más rápido, porqueodi�a varios arateres a la vez, pero el sistema de ompresión genera granantidad de símbolos (palabras y separadores), por lo que se debe prestar es-peial atenión a un almaenamiento e�iente de las estruturas de los datospara el modelo.Por último, hay que destaar que los modelos PPM se han probado endiferentes ontextos on muy buenos resultados de ompresión (Witten et al.1999).3.5 Modelos de Markov dinámiosEste método de ompresión o lasi�aión está basado en un modelo deestados �nitos (Cormak and Horspool 1987). Se le onoe on las siglasDMC (Dynami Markov Compression). La e�ienia de este método deompresión es equiparable a la onseguida por los modelos PPM, pero onmenor onsumo de reursos.El DMC trabaja on un alfabeto binario y es uno de los mejores métodosde ompresión. El ódigo neesario para implementar el DMC es mínimo ymuy fáil de programar, pero tiende a ser lento si no se invierte un esfuerzoonsiderable en agilizar las operaiones que realiza.Es un método adaptativo, tanto en las probabilidades del autómata �nitoomo en la estrutura del mismo. Las probabilidades de los estados se a-tualizan símbolo a símbolo (bit a bit) y la estrutura ambia según métodosheurístios de dupliaión de estados.Si tenemos un modelo omo el de la �gura 3.3 ada estado tiene dos tran-siiones: una para el valor 0 y otra para el valor 1. Además ada transiiónontiene el número de vees que se ha efetuado. Por ejemplo, si estamos en
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Figura 3.3: Modelo generado por un DMC.
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1Figura 3.4: Modelo iniial de un DMC.



3.5. MODELOS DE MARKOV DINÁMICOS 31el estado 1, la etiqueta 0=5 signi�a que el valor 0 se ha repetido 5 vees,así podemos alular la probabilidad dividiendo por la suma del número detransiiones, 5=(5 + 2) = 0:71.Los estados del modelo también se adaptan: se puede empezar on unmodelo senillo omo el de la �gura 3.4 y por riterios heurístios dupliarestados uando se onsidere neesario.El modelo DMC es potenialmente mejor que el PPM. Sin embargo, eluso de modelos iniiales que se pueden estimar probabilístiamente y de heu-rístias para dupliar estados, produen en la prátia modelos de ontexto�nito (Bell and Mo�at 1989), por lo que DMC tiene un omportamiento enla prátia similar a PPM.El DMC trabaja sobre bits, el autómata tiene sólo dos transiiones porestado, lo que lo hae muy fáil de implementar. Por otro lado hae que fun-ione más lento, ya que tiene que leer bit a bit. Si queremos que funione onbytes las estruturas serán más omplejas y el onsumo de memoria aumen-tará también, on lo que las diferenias on respeto al PPM son mínimas.
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Capítulo 4
Modelos de ontexto �nito paraárboles
En este apítulo se presenta una generalizaión natural de los modelos dek-gramas para los lenguajes de árboles que proporiona rigor matemátio alos modelos usados en esta tesis. En los apítulos siguientes usaremos sobretodo las de�niiones que se hallan en las seiones 4.3 y 4.4. Esta generaliza-ión se basa en la lase k-testable, una sublase de los lenguajes reonoiblespor los autómatas de árboles asendentes. Sobre estos modelos se estimanlas probabilidades de las reglas a partir de las freuenias experimentales.Una de la ventajas que presenta esta aproximaión es que el modelo se puedeatualizar inrementalmente de forma fáil. Este método es una alternativaa los algoritmos de aprendizaje más ostosos (omo los métodos basados enel inside-outside omo Sakakibara (1992)) o algoritmos que requieren unagran antidad de ejemplos (omo los métodos de fusión o separaión de es-tados omo Carraso et al. (2001)). Este sistema de aprendizaje garantiza laidenti�aión en el límite. 35



36 4. MODELOS DE CONTEXTO FINITO PARA ÁRBOLES4.1 IntroduiónLos modelos estoástios basados en k-gramas se han usado ampliamentepara el modelado del lenguaje natural (Brown et al. 1992; Ney et al. 1995),el reonoimiento del habla (Jelinek 1998) y la ompresión de datos (Rubin1976). De heho, todo modelo estoástio puede predeir el próximo símboloen una seuenia y, por lo tanto, puede usarse en los algoritmos de ompre-sión aritmétia de datos (Witten et al. 1987; Cover and Thomas 1991). Enproblemas de lasi�aión, la neesidad de usar modelos estoástios surgeuando se aplia la regla de Bayes (Duda and Hart 1973) para el álulo delerror mínimo: dada una seuenia S = s1s2 � � � de observaiones, el modeloestoástioM que maximiza la probabilidad ondiionada P (M j S) tambiénmaximiza P (S jM)P (M). Por tanto, se neesita un modelo P (S jM) pa-ra la generaión de seuenias. Si el modelo estoástio estuviera basado enprobabilidades ondiionadas al ontexto preedente, es deir,P (S = s1s2 � � � st jM) = pM (s1) pM (s2 j s1) � � � pM (st j s1s2 � � � st�1) (4.1)y, además, se asume que la probabilidad pM depende sólo del ontexto quele preede inmediatamente, en partiular, los últimos k � 1 elementos de laseuenia, pM (st j s1s2 � � � st�1) = pM (st j st�k+1 � � � st�1) (4.2)el modelo de adenas de Markov resultante (Chung 1967) reibe el nombrede modelo de k-gramas.Desde un punto de vista teório, los modelos de k-gramas pueden ser on-siderados omo una extensión de los lenguajes loalmente testables (Garíaand Vidal 1990; Yokomori 1995) uando se inorporan probabilidades al mo-delo. Informalmente, un lenguaje de adenas L es loalmente testable si dadauna adena ! se puede determinar si pertenee a L examinando úniamente



4.2. ÁRBOLES Y AUTÓMATAS DE ÁRBOLES 37todas las subadenas de ! uya longitud es omo máximo k.Algunos trabajos previos omo el de Knuutila (1993) y el de Garía (1993)han generalizado los algoritmos de identi�aión para lenguajes de adenasloalmente testables al aso de los lenguajes de árboles. Los árboles son unarepresentaión natural de los datos uando se estableen relaiones jerárqui-as entre sus omponentes. En partiular, las gramátias de árboles estoás-tias se han usado ampliamente para la desambiguaión sintátia (Charniak1993; Stolke 1995) en el proesamiento de lenguaje natural. En los modelosbasados en banos de datos omo el Penn Tree-bank (Marus et al. 1994) quetienen árboles de análisis sintátio, la gramátia se in�ere a partir de unaoleión de frases analizadas manualmente y las probabilidades se estimanontando el número de expansiones de ada tipo.Los modelos k-testables estoástios nos servirán de base para onstruirmodelos para ompresión adaptativa de árboles y para la lasi�aión (apí-tulos 6). La espei�aión de la notaión se introdue en la siguiente seióny la desripión del modelo se enuentra en la seión 4.3 y 4.4.4.2 Árboles y autómatas de árbolesDado un alfabeto, es deir, un onjunto �nito de símbolos � = ��1; � � � ; �j�j	,el onjunto �T , de ���arboles, se de�ne mediante la gramátia independientedel ontexto G = (�0; fT; Fg ; T; R) donde el alfabeto �0 inluye a � y losparéntesis izquierdo y dereho, y el onjunto de reglas R ontiene:� T ! � (F ) 8 � 2 �� F ! " j TFdonde " representa la adena vaía. Para abreviar, a partir de ahora seesribirá � uando apareza � (") o � (). La profundidad de un árbol del tipot = � es depth (�) = 0, mientras que la profundidad del árbol t = � (t1 � � � tm)
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Figura 4.1: Representaión grá�a del árbol t = a(a(a(ab))b)es depth (� (t1 � � � tm)) = 1 + mmaxj=1 fdepth (tj)g (4.3)Por ejemplo, la profundidad del árbol a(a(a(ab))b) perteneiente a fa; bgTes 3 y su representaión grá�a está dibujada en la �gura 4.1.4.2.1 Autómatas de árboles asendentes deterministasEl onepto de autómata de árboles asendente determinista (AAAD) genera-liza el onepto de autómata �nito determinista (AFD (Hoprof and Ullman1979)) sobre adenas. Un AFD proesa ada adena de entrada de izquierdaa dereha y asigna un estado a ada posiión de la adena. El estado dependedel símbolo en la posiión atual y del estado asoiado a la posiión anterior.Una vez analizada la última posiión se examina el estado atual: si perte-nee al subonjunto de los estados de aeptaión la adena es aeptada y en



4.2. ÁRBOLES Y AUTÓMATAS DE ÁRBOLES 39aso ontrario se rehaza. En el aso de los AAAD, los árboles se proesande abajo haia arriba y los estados del autómata se asignan a ada nodo enel árbol. Estos estados dependen de la etiqueta del nodo y de los estadosasignados previamente a sus desendientes. El estado asignado a la raíz delárbol tiene que ser un estado de aeptaión para que el AAAD aepte el ár-bol analizado. Matemátiamente, el AAAD es una 4-tupla A = (Q; V;�; F )donde� Q es un onjunto �nito de estados Q = �q0; q1; : : : ; qjQj	;� � es un onjunto �nito de etiquetas � = ��0; �1; : : : ; �j�j	;� F � Q es un subonjunto de estados de aeptaión;� � = fÆ0; Æ1; : : : ; ÆMg es el onjunto de funiones de transiión de laforma Æm : ��Qm ! Q.Comparado on el AFD de adenas, en los AAAD no es neesario de�nirel estado iniial. Para ada hoja � 2 �, Æ0 (�) de�ne un estado de parti-da. Por otra parte, si t = � (t1; t2; : : : ; tm) es un subárbol on la etique-ta � 2 � que expande m subárboles t1; t2; : : : ; tm, el estado Æ (t) 2 Q esÆm (�; Æ (t1) ; Æ (t2) ; : : : ; Æ (tm)). Por tanto, Æ (t) se de�ne reursivamente pa-ra t = � (t1; t2; : : : ; tm) omo:Æ (t) = ( Æ0 (�) si m = 0Æm (�; Æ (t1) ; Æ (t2) ; : : : ; Æ (tm)) si m > 0 (4.4)El lenguaje reonoido por el autómata A es el subonjunto de �TL (A) = �t 2 �T : Æ (t) 2 F	 (4.5)Por ejemplo, si � = fa; bg y � ontiene las transiiones Æ0 (a) = q1, Æ0 (b) =q2, Æ2 (a; q1; q2) = q2, y Æ1 (a; q2) = q1, el resultado de proesar on A el árbol



40 4. MODELOS DE CONTEXTO FINITO PARA ÁRBOLESt = a(a(a(ab))b) (�gura 4.1) es Æ (t) = Æ2 (a; Æ (a(a(ab))) ; Æ (b)). Reursiva-mente, Æ (a(a(ab))) = q1 y Æ (b) = q2, entones Æ (t) = Æ (a; q1; q2) = q2. Poronvenio, supondremos que las transiiones no de�nidas onduen a un esta-do de absorión, esto es, a un árbol no válido. Este es el aso, por ejemplo,si el número de hijos es superior al máximo M aeptado por A.4.2.2 Autómatas de árboles asendentes deterministasestoástios.Un autómata de árboles asendentes determinista estoástio (AAADE) in-orpora una probabilidad para ada transiión en el autómata y para adaposible estado raíz del árbol. La de�niión de una AAADE es una 5-tuplaA = (Q;�;�; P; r) donde� Q es un onjunto �nito de estados Q = �q0; q1; : : : ; qjQj	;� � es un onjunto �nito de etiquetas � = ��0; �1; : : : ; �j�j	;� � = fÆ0; Æ1; : : : ; ÆMg es un onjunto de funiones de transiión de laforma Æm : ��Qm ! Q;� P = fp0; p1; : : : ; pMg es un onjunto de distribuiones de probabilidad,llamadas probabilidades de transiión pm : ��Qm ! [0; 1℄;� r : Q ! [0; 1℄ da, para ada q 2 Q, la probabilidad r (q) de que unárbol t satisfaga Æ (t) = q.Debemos tener en uenta la normalizaión probabilístia por estados, es deir,la suma de las probabilidades de expansión desde un estado debe sumar uno,X�2� MXm=0 Xq1;:::;qk2Q :Æk(�;q1;:::;qk)=q pm(�; q1; :::; qm) = 1 (4.6)



4.2. ÁRBOLES Y AUTÓMATAS DE ÁRBOLES 41Además, Xq2Q r(q) = 1 (4.7)La probabilidad que a un árbol t = � (t1; t2; : : : ; tm) le asigna el autómataA viene dada por el produto de la probabilidades de todas las transiionesusadas uando t es proesado por A multipliado por la probabilidad deomenzar por el estado asoiado a la raíz:p (t j A) = r (Æ (t))� (t) : (4.8)Donde � (t) se de�ne reursivamente omo� (t) = ( po (�) si m = 0pm (�; Æ (t1) ; Æ (t2) ; : : : ; Æ (tm)) � (t1)� (t2) � � �� (tm) si m > 0(4.9)Las euaiones (4.8) y (4.9) de�nen una distribuión de probabilidad p (t j A)que es onsistente si y sólo si Xt2�T p (t j A) = 1 (4.10)No todos los AAADE son onsistentes. Por ejemplo, tenemos Q = fq0g, � =fag on las transiiones Æ0 (a) = q0 y Æ2 (a; q0; q0) = q0 uyas probabilidadesson p0 (a) = 1=100 y p2 (a; q0; q0) = 99=100 y la funión r (q0) = 1. Sise observa la de�niión de A se ve omo la probabilidad de usar la reglaÆ2 (a; q0; q0) = q0 es 0:99 frente al 0:01 de Æ0 (a) = q0. La primera regla generados nuevos estados de q0 que tienden a seguir expandiéndose, mientras que



42 4. MODELOS DE CONTEXTO FINITO PARA ÁRBOLESla segunda regla genera una hoja y detiene la produión. El autómata A noes onsistente, ya que el valor esperado del tamaño de un árbol es in�nito yno umpliría la ondiión de la euaión (4.10).Como se demuestra en Chaudhuri et al. (1983) y en Sánhez and Benedí(1997), las gramátias independientes del ontexto uyas probabilidades seestiman a partir de un onjunto ualquiera de ejemplos son siempre onsis-tentes. Es fáil demostrar (Sakakibara 1992) que el lenguaje reonoido porun AAAD puede ser generado también on un gramátia regular de árbo-les. Dado que en nuestro aso, las probabilidades de un AAAD se alulansiempre a partir de muestras aleatorias, la onsistenia siempre se preserva.4.3 Autómatas k-testablesEn esta seión de�niremos los lenguajes y métodos de inferenia k-testablesde árboles siguiendo las ideas de Knuutila (1993) y Garía and Vidal (1990).Para ello de�nimos los onjuntos de k-forks, k-subtrees y k-root de un ár-bol. Estos onjuntos se generan a partir de fragmentos del árbol obtenidosuando se observa el árbol on una ventana de tamaño k, es deir, on unaprofundidad máxima k. Al igual que en el aso de los modelos de k-gramaspara adenas, donde hay que espei�ar qué ourre al prinipio y �nal de laadena (donde no hay símbolos preedentes o siguientes) aquí debe tratarsede forma explíita la raíz (k-root) y las hojas (k-subtrees). Para todo k > 0y para todos los árboles t = � (t1; t2; : : : ; tm) 2 �T , el k-root de t es un árbolde �T de�nido omork (t) = ( � (rk�1 (t1) ; rk�1 (t2) ; : : : ; rk�1 (tm)) si k > 1� si k = 1 (4.11)Cabe destaar que uando m = 0, es deir, t = � 2 �, entones rk (�) = �.Por otro lado, el onjunto fk (t) de los k� forks y el onjunto sk (t) de los
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(a) (b) ()Figura 4.2: Representaión grá�a de las funiones sobre el árbol t =a(a(a(ab))b): (a) r2 (t); (b) f3 (t); () s2 (t)k-subtrees se de�nen respetivamente omofk (t) = m[j=1 fk (tj) [ ( rk (t) si depth (t) � k � 1; en aso ontrario (4.12)
sk (t) = m[j=1 sk (tj) [ ( t si depth (t) � k � 1; en aso ontrario (4.13)En el aso partiular en el que t = � 2 �, entones sk (t) = f1 (t) = � yfk (t) = ; para todo k > 1. Por ejemplo, si onsideramos el árbol de la �gura4.1, t = a(a(a(ab))b), tenemos r2 (t) = fa(ab)g, f3 (t) = fa(a(a)b); a(a(ab))gy s2 (t) = fa(ab); a; bg que se pueden ver grá�amente en la �gura 4.2. Es-tas de�niiones oiniden on las del artíulo Knuutila (1993) exepto en elsigni�ado del parámetro k.



44 4. MODELOS DE CONTEXTO FINITO PARA ÁRBOLESUn lenguaje de árboles T es un lenguaje estritamente k-testable (onk � 2) si existen tres onjuntos �nitos R;F ;S � �T tales quet 2 T , rk�1 (t) � R ^ fk (t) � F ^ sk�1 (t) � S (4.14)La euaión (4.14) nos die que para identi�ar un lenguaje k-testable deárboles T neesitamos poder identi�ar para ualquier árbol tres partes: laraíz, los forks de profundidad k y los subtrees on profundidad inferior o iguala k � 1. En el ejemplo de la �gura 4.2, para que t perteneiera al lenguajeT , R deberá ontener a a(ab), F deberá ontener a a(a(a)b) y a(a(ab)) y Sa a(ab), a y b.En este aso es senillo (Knuutila 1993; Garía 1993) onstruir un AAADA = (Q;�;�; F ) que reonoe T . Para ello es su�iente on de�nir:Q = R S rk�1 (F) S S;F = R;Æm (�; t1; � � � ; tm) = � (t1; � � � ; tm) 8� (t1; � � � ; tm) 2 S;Æm (�; t1; � � � ; tm) = rk�1 (� (t1; � � � ; tm)) 8� (t1; � � � ; tm) 2 F ; (4.15)Si se asume que un lenguaje de árboles L es k-testable, entones el AAADque reonoe L se puede aprender en el límite a partir de muestras positivas(Knuutila 1993; Garía 1993), es deir, a partir de ejemplos de árboles dellenguaje. Dada una muestra de ejemplos positivos S, el proedimiento paraobtener el AAAD onstruye el autómata A usando rk�1 (S), fk (S) y sk�1 (S)en vez de R, F y S respetivamente en las de�niiones, euaión (4.15), paraQ, F y �.Por ejemplo, dado el árbol t = a(a(a(ab))b) (�gura 4.1), r2 (t), f3 (t),s2 (t) alulados anteriormente, omo r2 (f3 (t)) = fa(ab); a(a)g, el AAAD



4.4. EXTENSIÓN ESTOCÁSTICA DE LOS LENGUAJES DE ÁRBOLES LOCALMENTE TESTABLES 45resultante sería: Q = fa(ab); a(a); a; bg ;F = fa(ab)g ;Æ0 (a) = a;Æ0 (b) = b;Æ2 (a; a; b) = a(ab);Æ2 (a; a(a); b) = a(ab);Æ1 (a; a(ab)) = a(a): (4.16)
Evidentemente, el AAAD así onstruido reonoe el árbol t, es deir, t 2L (A).A lo largo de este trabajo usaremos a menudo el nombre de regla parareferirnos a los árboles que de�nen transiiones en el autómata. Esto es,ada árbol t de fk (S)S sk�1 (S) será llamado una regla por ontraposiión alos estados rk�1 (t) 2 Q que las generan. En el ejemplo anterior, los estadosson {a(ab), a(a), a, b} y las reglas {a; b, a(ab), a(a(a)b), a(a(ab))} asoiadasrespetivamente a los estados {a; b, a(ab), a(ab), a(a)}.4.4 Extensión estoástia de los lenguajes deárboles loalmente testablesUna muestra estoástia S = ��1; �2; : : : ; �jSj	 es una seuenia de árbolesgenerados de auerdo on una ierta distribuión de probabilidad. Si nues-tro modelo es un AAADE (Autómata de Árboles Asendente DeterministaEstoástio), la distribuión es p (t j A) dada por las euaiones (4.8) y (4.9).Reordemos que asumimos que el esquema básio de transiión (es deir, losestados de Q y las diferentes funiones de transiión de �) orresponde aun autómata k-testable, y esto nos permite inferir un AAADE mediante unamuestra de una manera simple.



46 4. MODELOS DE CONTEXTO FINITO PARA ÁRBOLESPara este propósito, debemos reordar que la verosimilitud de una mues-tra estoástia S viene dada por nYi=1 p (�i j A) (4.17)que se maximiza (Ney et al. 1995) si el autómata A asigna para ada árbol� en el ejemplo una probabilidad igual a la freuenia relativa de � en S.Diho de otra forma, a ada transiión en � se le asigna una probabilidadque oinide on el número relativo de vees que la regla se ha utilizadouando se han analizado los árboles de la muestra. Por tanto, dada unamuestra estoástia S = ��1; �2; : : : ; �jSj	, el onjunto de estados de A esQ = rk�1 (S) [ rk�1 (fk (S)) [ sk�1 (S) ; (4.18)el subonjunto de estados de aeptaión esF = rk�1 (S) ; (4.19)las probabilidades r (t) se estiman a partir de la muestra S medianter (t) = 1jSjC [k�1℄r (t; S) ; (4.20)donde C [k�1℄r (t; S) = jSjXi=1 C [k�1℄r (t; �i)y C [k�1℄r (t; �) = ( 1 si rk�1 (�) = t0 en aso ontrario



4.5. APROXIMACIÓN DE UN AAADE POR UN AUTÓMATA K-TESTABLE. 47y, �nalmente, las funiones de transiión de probabilidad de P se estimanmediantepm (�; t1; : : : ; tm) = C [k℄ (� (t1; : : : ; tm) ; S)PjSji=1C [k�1℄ (rk�1 (� (t1; : : : ; tm)) ; S) (4.21)donde C [k�1℄ (t; S) = jSjXi=1 C [k�1℄ (t; �i)y C [k�1℄ (t; �) uenta el número de k-forks o (k � 1)-subtrees isomorfos a t en� . Debe destaarse que � puede ontener varios k-forks isomorfos a t o varios(k � 1)-subtrees isomorfos a t pero no ambos tipos a la vez.Es útil guardar las probabilidades anteriormente desritas r y p omo eloiente de dos términos, omo se muestra en las euaiones (4.20) y (4.21).De esta forma, si se suministra un nuevo árbol (o subárbol) � , se puedeatualizar fáilmente el autómata A ontabilizando la informaión adiional.Para esta atualizaión, es su�iente on inrementar ada término de laseuaiones on la suma obtenida para el nuevo árbol � .4.5 Aproximaión de un AAADE por un autó-mata k-testable.Dada su de�niión, es obvio que todos los lenguajes k-testables estoástiosse pueden generar a partir de un AAADE. A pesar de ello, omo en el asode los lenguajes de adenas (Stolke and Segal 1994), la a�rmaión inversano siempre es ierta. El modelo k-testable más aproximado a un autómatadado se puede obtener de la siguiente manera, basada en los resultados de(Calera-Rubio and Carraso 1998). Suponemos que tenemos un AAADEgeneral, no neesariamente k-testable, A = (Q;�;�; P; r). Para ualquier



48 4. MODELOS DE CONTEXTO FINITO PARA ÁRBOLESvalor de k, obtenemos un AAADE k-testable A0 = (Q0;�;�0; P 0; r0) uyasprobabilidades vienen dadas porr0 (j) =Xi2Q r (i) �ij (4.22)para todo j 2 Q0 yp0m (�; j1; : : : ; jm) = Xi1;::: ;im2Q CÆ(�;i1;::: ;im)pm (�; i1; : : : ; im) �i1j1 � � � �imjmXi2Q Ci (4.23)donde Ci es el número esperado de nodos de tipo i en un árbol generado porA y �ij representa la probabilidad de que un nodo i expanda un subárbol ttal que rk�1 (t) = j. Todos estos oe�ientes pueden ser alulados (Calera-Rubio and Carraso 1998) usando proedimientos iterativos. En partiular,Ci se alula omo C [n+1℄i = r (i) +Xj2Q�ijC [n℄j (4.24)on C [0℄i = 0 y�ij = MXm=1X�2� Xj1;::: ;jm2Q:Æm(�;j1;::: ;jm)=j pm (�; j1; : : : ; jm) (Æij1 + : : :+ Æijm) (4.25)



4.6. CONCLUSIONES 49Los oe�ientes �[n℄ij se alulan omo�[n+1℄ij = MXm=0X�2� Xi1;::: ;im2Q:Æm(�;i1;::: ;im)=i Xj1;::: ;jm2Q0:Æ0m(�;j1;::: ;jm)=j pm (�; i1; : : : ; im) �[n℄i1j1 � � � �[n℄imjm(4.26)omenzando on �[0℄ij = 0. Obsérvese que los términos on m = 0 no sonneesariamente nulos. Obviamente, se puede alular también la entropíarelativa entre el modelo exato A y el aproximado A0 según el método desritoen (Calera-Rubio and Carraso 1998).4.6 ConlusionesLa extensión probabilístia de los lenguajes de árboles k-testables puede on-siderarse omo una generalizaión de los k-gramas para lenguajes de árboles.Estos modelos pueden atualizarse inrementalmente y permiten un gradode generalizaión menor que el de las gramátias de árboles obtenidas dire-tamente de la muestra (uyo aso orresponde a k = 2). Por otro lado, estemodelo permite trabajar on muestras de tamaño medio, donde los méto-dos de fusión de estados omo el de (Carraso et al. 2001) extraen modelosdemasiado senillos on un número insu�iente de estados.
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Capítulo 5Compresión mediante modelosk-testables adaptativosEste apítulo presenta diferentes aproximaiones a la ompresión de árbolesetiquetados. En la seión 5.1 se muestra un modelo senillo iniializadoon una distribuión a priori y basado en la ompresión de árboles bina-rios. Posteriormente en las seiones 5.2 y 5.3 se desriben dos modelos máselaborados, el de ontexto �nito y el PPM respetivamente, on los que seobtuvieron mejores resultados.Los resultados muestran ómo un modelo estoástio adeuado para estetipo de datos inrementa la e�ienia de la ompresión respeto a los métodosde propósito general. Se debe destaar que la ompresión de árboles on mo-delos estátios ya se ha sido objeto de estudio en Calera-Rubio et al. (1999).El problema que presenta este tipo de ompresión es que hay que guardarel modelo estoástio junto a la informaión. Ello supone un inremento deltamaño del �hero resultante.Como se ha expliado anteriormente, para omprimir informaión onmétodos símbolo a símbolo neesitamos un modelo que sea apaz de predeirel próximo símbolo y un sistema que traduza los símbolos en bits de auerdoon el modelo. Para resolver la segunda parte se utiliza odi�aión aritmé-51



52 5. COMPRESIÓN MEDIANTE MODELOS K-TESTABLES ADAPTATIVOStia siguiendo la implementaión de Nelson (1991), por lo que úniamentequeda de�nir modelos probabilístios que predigan los símbolos de la formamás e�iente posible para luego omprimirlos.En todos los modelos que se desriben en este apítulo apareen funionesllamadas send que envían un rango de probabilidad al odi�ador aritmétio.Reuérdese que el odi�ador aritmétio envía a la salida un número quese va onstruyendo enajando los rangos de probabilidad que se asignan aada sueso. Cada sueso tiene una probabilidad asignada por el modeloestoástio, pero si ordenamos las suesos posibles, podemos onstruir unafunión de distribuión (histograma aumulado). Los valores asignados alsueso (high) y al anterior (low) son los que neesita el odi�ador (�gura 5.1).Debe evitarse a toda osta que el modelo estoástio asigne una probabilidadero a un sueso si este puede apareer en la prátia. En este aso, high =low y el rango [low; high) estaría vaío y la salida del ompresor aritmétioinde�nida.5.1 Modelo adaptativo on distribuión a prio-ri para árboles binariosUna diferenia que existe entre las adenas y los árboles es que uando o-di�amos árboles, el modelo debe ser apaz de predeir además de un nodoetiquetado (igual que en adenas), un número arbitrario de desendientes.Este problema se puede soluionar si restringimos el número de desendien-tes a 2 (árboles binarios).En general, los árboles tienen nodos on un número variable de hijos, porlo que neesitamos de�nir una transformaión que traduza un árbol genérioa uno binario. Además, diha transformaión debe ser reversible, para queel desompresor pueda reuperar el árbol original. Soluionado el problemade la ariedad de los desendientes, se de�nirá un modelo estoástio parapredeir la siguiente expansión.
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Figura 5.2: Conversión de un árbol n-ario en binario. Se ha utilizado laetiqueta �tiia " para representar a los hijos vaíos en el árbol binario ydistinguir uándo un hijo es dereho o izquierdo.Si se quiere transformar un árbol n-ario en otro binario sin pérdida deinformaión, se pueden seguir los pasos desritos en el libro de Langsam et al.(1996) que propone dar sentido a los hijos del árbol binario: el hijo izquierdode ada nodo será el primero del siguiente nivel en el árbol n-ario y, el hijodereho será el siguiente hermano, de izquierda a dereha, en el árbol n-ario.En el aso en el que se tiene un solo hijo hay que distinguir si es el izquierdoo el dereho. Para ello se añadiría un hijo �tiio para que el proeso seareversible. Si queremos onvertir un árbol binario en n-ario se proede demanera inversa. Para lari�ar el método presentamos un ejemplo en la �gura5.2.El proeso de ompresión que se sigue en este apartado se muestra enla �gura 5.3. Se requiere un preproeso para onvertir el �hero de árboles
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entrada salidaFigura 5.3: Esquema de ompresión utilizando árboles binarios.en árboles binarios y para desomprimir un postproeso que onvierta losárboles binarios en árboles n-arios.Podemos onstruir un modelo on todos los símbolos posibles, ya que elalfabeto es �nito y la ariedad también. Por ejemplo, si tenemos un alfabeto� = fa; bg se tendría un modelo iniial a priori omo el de la tabla 5.1 donde:� Cq es el número de apariiones de la etiqueta q y;q Cq n Cqna 21 0 132 8b 21 0 132 8" 8 0 8Tabla 5.1: Modelo de etiquetas y de ariedad para la ompresión de árbolesbinarios on � = fa; bg e iniializado on una distribuión a priori.



56 5. COMPRESIÓN MEDIANTE MODELOS K-TESTABLES ADAPTATIVOS� Cqn es el número de apariiones del número de desendientes n desdeun nodo etiquetado on q.Algoritmo 5.1 Compresión de árboles binarios on un modelo iniializadoon una distribuión a priori.funión ompresionBinaria(�)para todo (t = �(t1; : : : ; tm) sub�arbol de �) haz [reorrido preorden℄send(�; m)update_model�n para�n funiónAlgoritmo 5.2 Desompresión de árboles binarios on un modelo iniializa-do on una distribuión a priori.funión desompresionBinaria(�)get(�; m)� = (�; m)n = mmientras n > 0 haz [reorrido preorden℄get(�; m)append(�; �; m)n = n +m� 1update_model�n mientras�n funiónCon este modelo, un símbolo q del alfabeto tiene una probabilidadp(q) = CqP�2� C� (5.1)y el número de desendientes ondiionado al símbolo q esp(m j q) = CqmCq : (5.2)



5.1. MODELO ADAPTATIVO CON DISTRIBUCIÓN A PRIORI PARA ÁRBOLES BINARIOS 57ab ab aFigura 5.4: Árbol a(ba(ba)) usado omo ejemplo.Para poder predeir ualquier símbolo y ualquier desendiente (binario) seiniializaría el modelo on ualquier distribuión de forma que el modelo:1. sea ompleto, es deir, tenga todas las transiiones que pueda neesitar;2. sea probabilístiamente onsistente.Una forma de onseguir ambos objetivos simultáneamente es inferir el modeloa partir de una muestra que ontenga todos los árboles binarios de profundi-dad menor que el orden del modelo. En este aso, si k = 2, tenemos S0={a,b, a("a), a(a"), a(b"), a("b), b("a), b(a"), b(b"), b("b), a(aa), a(ab), a(ba),a(bb), b(aa), b(ab), b(ba), b(bb)}.Los árboles se odi�an siguiendo un reorrido en preorden. Además, elmodelo se atualiza ada vez que se odi�a un nodo para, que de esta forma,el modelo vaya adaptándose progresivamente al ontenido real del �hero quese está omprimiendo. Una versión en pseudoódigo para odi�aión de unárbol se muestra en el algoritmo 5.1, donde la funión send(�; m) envía losrangos de probabilidades orrespondientes a p(�) y a p(m j �) al odi�adoraritmétio. Reordemos que uando se utiliza la odi�aión aritmétia loque se odi�a es un número en oma �otante y que símbolo a símbolo se lesuministra el rango de probabilidades de éste.



58 5. COMPRESIÓN MEDIANTE MODELOS K-TESTABLES ADAPTATIVOSPor ejemplo, si tenemos el árbol binario de la �gura 5.4, la seueniade probabilidades de ompresión emitido por la funión send(�; n) que segenera es send (a; 2) send (b; 0) send (a; 2) send (b; 0) send (a; 0)La desompresión puede realizarse mediante el algoritmo 5.2. La funiónget(�; m) reupera los símbolos del �hero omprimido mientras que quedanhijos de algún nodo por etiquetar (el número de nodos por etiquetar es n)y la funión append(� �; m) reonstruye el árbol on esta informaión. Siquisiéramos que las probabilidades se ajustaran más a los datos tendríamosque aumentar el orden del modelo, lo que aumentaría el onsumo de memoriaexponenialmente. Para evitar estos problemas apliaremos un modelo deontexto �nito.
5.2 Modelo de ontexto �nito para árboles n-ariosEl modelo que se va a detallar a ontinuaión es de ontexto �nito y puedetener la ariedad arbitraria (reordemos que en la seión anterior, si el númerode hijos posibles es mayor que 2 es preiso apliar una transformaión).El modelo M [k℄ (on k > 1) onsiste en una serie de ontadores: uno,C [k℄(t) para ada k-fork o (k � 1)-subtree t en ualquier árbol de la parte del�hero proesada y C [k℄r (t) para ada (k � 1)-root. Los ontadores Cr(t) senormalizan independientemente de los C(t), aunque todos ellos se iniializana ero r[k℄ (t) = C [k℄r (t)jSj



5.2. MODELO DE CONTEXTO FINITO PARA ÁRBOLES N -ARIOS 59y pm (� t1; : : : ; tm) = C [k℄ (� (t1; : : : ; tm))C [k�1℄ (rk�1 (� (t1; : : : ; tm)))Si se intentara odi�ar un árbol diretamente on el modeloM [k℄ podríaapareer una seuenia que no sea reonoida por el modelo, por lo quetendría probabilidad 0. Para evitar esta situaión se propone dividir en dosfases la odi�aión:Fase 1: Se odi�a en formato de texto la informaión neesaria para a-tualizar el modelo de ontexto �nito para árboles, tal y omo semuestra en el algoritmo 5.3.Para ello, se utiliza un modelo de odi�aión de texto muy e�-iente basado en el método de ompresión por ordenamiento debloques (Burrows-Wheeler) desrito en el apéndie A.1. Adiio-nalmente, se utilizan símbolos espeiales que no perteneen alalfabeto para separar las transiiones, indiar el �n de la fase 1y el �n de �hero (EOF ). La funión enargada de realizar es-te proeso es sendText(t) que envía al odi�ador aritmétio losrangos de probabilidades de los símbolos de texto orrespondien-tes a t. Si t es un k-root la funión es sendText_r(t) y si es unk-fork o un (k � 1)-subtree sendText_p(t). Para ello es neesa-rio mantener un modelo para los símbolos de texto además delmodelo de ontexto �nito que se utiliza en la fase 2.Fase 2: Se odi�a el árbol en preorden on las probabilidades del modelode ontexto �nito, y además se atualiza después de examinar a-da subárbol omo se muestra en el algoritmo 5.4. Este algoritmose apliará a ada árbol � del �hero. Las funiones send_r(q) ysend(t) envían al odi�ador aritmétio el rango de probabilida-des orrespondientes a la raíz q o a la regla t en el modelo M [k℄.



60 5. COMPRESIÓN MEDIANTE MODELOS K-TESTABLES ADAPTATIVOSLa funión autaliza_modelo onserva el ontador C [k℄ = 1 óC [k℄r = 1, si es la primera vez que se usa, ya que se ha iniializadoen la fase 1. Posteriormente se inrementarán estos ontadoresada vez que aparezan sus ontextos.Algoritmo 5.3 Funión para el análisis y atualizaión de transiiones deun árbol � y un modelo M [k℄.funión ompresion_texto_nuevas_transiiones(�; k)si C [k℄r (rk�1 (�)) = 0 entonessendText_r(rk�1(�))append_root_model(rk�1(�))�n sipara todo (t = � (t1; : : : ; tm) sub�arbol de �) haz [reorrido preorden℄si C [k℄ (rk (t)) = 0 entones [transiión no en M [k℄℄sendText_p(rk(t))append_rule_model(rk(t))�n si�n para�n funiónAlgoritmo 5.4 Llamada prinipal para la ompresión de árboles on modelosde ontexto �nito.funión ompresionContextoFinito(�; k)ompresion_texto_nuevas_transiiones(�; k)send_r(rk�1(t))update_modelpara todo (t = � (t1; : : : ; tm) sub�arbol de �) haz [reorrido preorden℄send(rk(t))update_model�n para�n funiónComo ejemplo, si tomamos el árbol de la �gura 5.4 on un modelo deontexto �nito de k = 2, y enviamos el símbolo �j� omo separador de tran-siiones y �*� omo indiador de �nal de fase 1, la seuenia de odi�aión



5.3. MODELO DE PREDICCIÓN POR CONCORDANCIA PARCIAL PARA ÁRBOLES N -ARIOS 61q r(q) � (t1; : : : ; tm) p[2℄m (�; t1; : : : ; tm)a 1=1 a 1=1b 0 b 1=2b(ab) 1=2Tabla 5.2: Modelo de ontexto �nitoM [2℄, extraído de la fase 1, para el árbola(ba(ba)).obtenida en la fase 1 es a j b j b(ba) j �La fase 2 omienza on un modelo de ontexto �nito M [2℄ para árboles omoel de la tabla 5.2 y generaría los ódigossend_r(a) send (a(ba)) send (b) send (a(ba)) send (b) send (a)
5.3 Modelo de prediión por onordania par-ial para árboles n-ariosEste modelo de ompresión es más e�iente que el anterior, ya que utilizavarios modelos de ontexto �nito y aplia el modelo de mayor orden k posible.Este modelo es una extensión de los modelos PPM para adenas (apartado3.4), en el que los esapes, se aplian a ada estado del AAADE. En estemodelo, al igual que en el anterior, se predien los próximos símbolos aomprimir usando omo ontexto atual el de k-forks o el de k-subtrees enel que se enuentra el nodo.Si una regla no se puede apliar porque no existe en un modelo M [k℄,se intenta apliar el modelo M [k�1℄. En general, el mejor modelo, (el quemás omprime) es el de mayor orden. En ambio, el más genério pero queomprime menos es el modelo on k = 1 que ontiene solamente informaión



62 5. COMPRESIÓN MEDIANTE MODELOS K-TESTABLES ADAPTATIVOSsobre la etiqueta y el número de hijos del nodo.Algunas onsideraiones importantes:1. Una diferenia respeto de la ompresión de adenas es que hay diferen-tes formas de reorrer un árbol. El reorrido por niveles y de izquierdaa dereha ofree la ventaja de poder atualizar el modelo antes de ha-ber terminado de analizar el árbol ompleto. Este heho mejora laompresión de los �heros on poa antidad de árboles.2. Cada modelo M [k℄ (on k > 1) onsiste en una serie de ontadores:C [k℄(t) para ada k-fork o (k � 1)-subtree y C [k℄r (t) para ada k-root,enontrado en la parte de �hero proesada. Además, se añade a adaontexto un ontador adiional C [k℄r (") o C [k℄" (t) para ada ódigo deesape. Todos los ontadores se iniializan a ero y se normalizan onC [k�1℄(rk�1 (t))+C [k℄" (rk�1 (t)) en el primer aso y on C [k�1℄r (t)+C [k℄r (")en el segundo aso, esto es, si t = � (t1; : : : ; tm):r[k℄ (t) = C [k℄r (t)jSj+ C [k℄r (")ypm (� t1; : : : ; tm) = C [k℄ (� (t1; : : : ; tm))C [k�1℄ (rk�1 (� (t1; : : : ; tm))) + C [k℄" (rk�1 (� (t1; : : : ; tm)))Reuérdese que el estado asoiado a una regla t de M [k℄ es rk�1 (t)3. El modelo básio (k = 1) onsiste en un ontador C [1℄(�) para adasímbolo � perteneiente al alfabeto �nito �. Están iniializados a 0 yasignan una probabilidad que es independiente del ontextop[1℄ (�) = 1 + C [1℄ (�)j�j+Xa2� C [1℄ (a) (5.3)



5.3. MODELO DE PREDICCIÓN POR CONCORDANCIA PARCIAL PARA ÁRBOLES N -ARIOS 63A diferenia de las adenas, los árboles en un nodo tienen un númerode desendientes que se debe de predeir antes de odi�ar su etiquetas.Por ello, este modelo básio inorpora la odi�aión de los m � Mdesendientes para un determinado nodo �. Para prevenir desborda-mientos, ya que la ariedad no está aotada, se utilizaráM+1 ontadorespara ada símbolo (C [1℄M (m j �) todos iniializados a 1), reservando laúltima posiión C [1℄M (" j �) para indiar que se neesitan M ontadoresmás.Algoritmo 5.5 Llamada prinipal para la ompresión PPM para árbolesfunión ompresionPPM(�; kmax)enode_r(rkmax�1 (�) ; kmax)para todo (t sub�arbol de �) haz [reorrido por niveles℄si depth (t) � k � 2 entonesenode_p((rkmax (t) ; kmax)�n si�n para�n funiónCon estas onsideraiones, el algoritmo llama a un proedimiento (repre-sentado en el algoritmo 5.5), para ada � ontenido en el �hero y on unmáximo orden de kmax permitido por los modelos.En este proedimiento se llama a la funión enode_r que genera el su-bárbol raíz neesario para omenzar la ompresión (algoritmo 5.6). Si elmodelo k no es apaz de odi�ar esta raíz se ayuda del modelo k � 1, yasí suesivamente hasta llegar al modelo M [1℄. Una vez odi�ada la raízproedemos a odi�ar el resto del árbol on la funión enode_p que generalos subárboles neesarios para onstruir el árbol ompleto (algoritmo 5.7).Como en la anterior odi�aión, si el modelo k no es apaz de odi�ar elsubárbol atual se reurre al modelo k � 1, y así suesivamente hasta llegaral modelo base que es apaz de generar ualquier subárbol.Las funiones de ompresión arriba itadas se ayudan de otras auxiliaresque odi�an un subárbol según la probabilidad de un modelo, enviando esta



64 5. COMPRESIÓN MEDIANTE MODELOS K-TESTABLES ADAPTATIVOSAlgoritmo 5.6 Funión para la odi�aión de la raíz.funión enode_r(t,k) [t = �(t1; : : : ; tm)℄si C [k℄r (t) > 0 entones [raíz en Mk℄send_r(t, k)update_models_rootsi no [raíz no en M [k℄℄send_r(", k)in(C [k℄r ("))si k > 2 entonesenode_r(rk�2 (t) ; k � 1)enode_p(t; k � 1)si nosend_1(�)in(C [1℄ (�))�n siin(C [k℄r (t))�n si�n funióninformaión al odi�ador aritmétio para que odi�que el subárbol. Estasfuniones son:� send_r(t; k) envía el rango de probabilidades del subárbol raíz t en elmodelo M [k℄ ;� send_p(t; k) envía el rango de probabilidades del subárbol t en el mo-delo M [k℄;� send_1(�) envía el rango de probabilidades de la etiqueta � en el mo-delo M [1℄ ;� send_1M(m j �) envía el rango de probabilidades de m hijos según laetiqueta � en el modelo M [1℄ ;� send(t; q; k) envía el rango de probabilidades orrespondientes a latransiión t perteneiente al estado q en el modelo M [k℄. Hay remarar
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Algoritmo 5.7 Funión para la odi�aión del árbol.funión enode_p(t,k)si C [k℄ (t) > 0 entones [subárbol en M [k℄℄send(t; rk�1 (t) ; k)update_models(t; k)si no [subárbol no en M [k℄℄send("; rk�1 (t) ; k)in(C [k℄" (rk�1 (t)))si k > 2 entones [t = �(t1; : : : ; tm)℄para todo (j = 1; : : : ; m) hazsi depth (t) � k � 2 entonesenode_p(tj; k � 1)�n si�n parasi no [t = �(�1; : : : ; �m)℄mientras m � C [1℄M (" j �)�mmax hazsend_1M("; �)in(C [1℄M (" j �))�n mientrassend_1M(m; �)in(C [1℄M (m j �))para todo (j = 1; : : : ; m) hazsend_1(�)in(C [1℄ (�j))�n para�n siin(C [k℄ (t))�n si�n funión



66 5. COMPRESIÓN MEDIANTE MODELOS K-TESTABLES ADAPTATIVOSque es neesario suministrar omo parámetro la transiión y el estadoporque en oasiones t = ", y en este aso, q 6= rk�1 (t);También se utiliza la funión in(C [k℄ (t)) que inrementa en uno el ontadorC [k℄ (t). Adiionalmente, el parámetro externo mmax india el número de hi-jos que se puede odi�ar iniialmente en el modeloM [1℄ y será el inremento,ada vez que se supere el número de máximo de hijos para una etiqueta �.Algoritmo 5.8 Llamada prinipal para la de desompresión PPM para ár-bolesfunión desompresionPPM(kmax)�=deode_r(kmax)para todo (t sub�arbol de �) haz [reorrido por niveles℄si depth (t) � k � 2 entonest=deode_p(t; kmax)replae(t; �)�n si�n paradevuelve ��n funiónDe una forma similar a la ompresión se de�ne la desompresión (algorit-mo 5.8). Al igual que la ompresión, esta llamada prinipal se basa en otrasdos: deode_r (algoritmo 5.9) y deode_p (algoritmo 5.10) que son la fun-iones inversas de enode_r y enode_r, respetivamente. Estas funionesson apaes de reonstruir el árbol � a partir de la odi�aión. La primera,deode_r, reonstruye la raíz y el resto del árbol lo reonstruye deode_p.La funión update_models atualiza los modelos inferiores o iguales al k quese le pasa omo parámetro y la funión replae(t; �) enraíza el k-fork t en elnodo orrespondiente según el reorrido por niveles y de izquierda a dereha.Las funiones auxiliares en las que se apoyan los algoritmos anteriores sonlas inversas de las funiones de ompresión.



5.4. RESULTADOS 67Algoritmo 5.9 Funión para la desodi�aión de la raíz.funión deode_r(k)t=get_r(k)si t 6= " entones [raíz en M [k℄℄update_models_root(t; k)si no [raíz no en Mk℄in(C [k℄r ("))si k > 2 entonest=deode_r(k � 1)t=deode_p(t; k � 1)si no [t = �℄t=get_1(�)in(C [1℄ (�))�n siin(C [k℄r (t))�n sidevuelve t�n funión5.4 ResultadosCon el �n de omparar los diferentes modelos se han reado �heros arti�-iales on diferente tamaño y número de árboles. Para ello, se ha utilizadoel siguiente AAADE:1 : q0 = Æ7 (S; q4; q1; q5; q0; q6; q0; q7) (0:2)2 : q0 = Æ5 (S; q4; q1; q5; q0; q7) (0:2)3 : q0 = Æ2 (S; q8; q1) (0:6)4 : q1 = Æ3 (E; q1; q9; q2) (0:3)5 : q1 = Æ1 (E; q2) (0:7)6 : q2 = Æ3 (T; q2; q10; q3) (0:2)7 : q2 = Æ1 (T; q3) (0:8)8 : q3 = Æ1 (F; q11) (0:9)9 : q3 = Æ1 (F; q1) (0:1)

����������������������
10 : q4 = Æ0 (i) (1:0)11 : q5 = Æ0 (t) (1:0)12 : q6 = Æ0 (e) (1:0)13 : q7 = Æ0 (f) (1:0)14 : q8 = Æ0 (p) (1:0)15 : q9 = Æ0 (+) (1:0)16 : q10 = Æ0 (�) (1:0)17 : q11 = Æ0 (n) (1:0)
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Algoritmo 5.10 Funión para la deodi�aión del árbol.funión deode_p(t,k)t0=get(t; k)si t0 6= " entones [subárbol en M [k℄℄update_models(t0; k)t = t0si no [subárbol no en M [k℄℄in(C [k℄" (rk�1 (t)))si k > 2 entonespara todo (j = 1; : : : ; m) hazsi depth (t) � k � 2 entonesdeode_p(tj ; k � 1)�n si�n parat = �(t1; : : : ; tm)si no [t = �℄m=get_1M(�)mientras m = " hazin(C [1℄M (" j �))m=get_1M(�)�n mientrasin(C [1℄M (m j �))para todo (j = 1; : : : ; m) hazget_1(�j)in(C [1℄M (�j))�n parat = �(�1; : : : ; �m)�n siin(C [k℄ (t))�n sidevuelve t�n funión



5.4. RESULTADOS 69El primer número identi�a la transiión, el número entre paréntesis es la pro-babilidad de transiión y los terminales apareen en letra tipográ�a. Ade-más, r(qi) = 1 si i = 0, y ero en aso ontrario. Este AAADE genera frasesondiionales del tipo if...then...else...endif, if...then...endif yórdenes omo print junto on expresiones numérias on operadores. Estagramátia también se utilizó en el artíulo de Calera-Rubio et al. (1999) paragenerar �heros de test.A los �heros generados se les han apliado los modelos adaptativos des-ritos en este apítulo:� un modelo ompleto para árboles binarios iniializado on una distri-buión a priori;� un modelo de ontexto �nito para árboles ITLAC (Inremental TreeLanguages Arithmeti Compresion) on k = 3;� un modelo adaptativo de tipo PPM, ITLAC-PPM (Inremental TreeLanguages Arithmeti Compresion with PPM modelling) on kmax = 3.Por otra parte, se ha omparado on otro modelo estátio (no adaptativo) deompresión para árboles (TLAC, Tree Languages Arithmeti Compresion)desrito en Calera-Rubio et al. (1999) que está basado a su vez en el algo-ritmo tlips (Carraso et al. 1998) para la inferenia de lenguajes de árbolesestoástios. Además, se han apliado dos modelos de ompresión lineal:� una implementaión del algoritmo de Ziv and Lempel (1977), gzip (J.L. Gailly, 1992-1993);� una implementaión (Nelson 1991) muy e�iente para texto del modelode k-gramas on k = 3.Los resultados obtenidos se presentan en la tabla 5.3 y en las grá�as 5.5 y5.7. En ellas se presentan los tamaños obtenidos en funión de la parte del
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Figura 5.5: Talla de los �heros de prueba omprimidos. Los resultados delos métodos 3-ITLAC y 3-ITLAC-PPM se superponen en esta grá�a.�hero proesada para los algoritmos desritos en este apítulo junto a gzip,k-gramas y TLAC . Se tiene una visión relativa on las tasas de ompresión yluego una visión global on la talla de los �heros en bytes. Las grá�as 5.6 y5.8 amplían las anteriores y permiten una mejor evaluaión de los resultadosal presindir de los dos métodos más ine�ientes (binario y gzip).También se ha probado el modelo ITLAC-PPM on un �hero de 6129Mbyte perteneiente a árboles del Penn Tree-bank (Marus et al. 1994). Latasa de ompresión obtenida es de 13:94, omparada on 6:52, obtenida on elgzip, 10:92 (bzip2 ) o 9:08 utilizando ompresión aritmétia de 3-gramas. Es-tos resultados muestran que este nuevo modelo permite tasas de ompresiónmayores.
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Figura 5.6: Talla de los �heros de prueba omprimidos on los 4 mejoresmétodos. Los resultados de los métodos 3-ITLAC y 3-ITLAC-PPM se su-perponen en esta grá�a.no árboles original gzip 3-gramas binario TLAC 3-ITLAC 3-ITLAC-PPM1000 66 6 4 51 3 2 22000 132 11 9 100 6 4 43000 194 16 13 145 8 5 54000 259 21 17 189 9 7 75000 320 27 21 234 11 9 96000 389 32 26 278 13 11 107000 455 38 30 323 15 12 128000 521 43 34 363 18 14 149000 586 48 38 404 19 16 1610000 653 53 43 448 22 17 17Tabla 5.3: Tamaño en Kbytes para 10 �heros de prueba.
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Figura 5.7: Tasas de ompresión de los �heros de prueba.
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Figura 5.8: Tasas de ompresión de los �heros de prueba on los 4 mejoresmétodos.



74 5. COMPRESIÓN MEDIANTE MODELOS K-TESTABLES ADAPTATIVOS5.5 ConlusionesEn este apítulo se ha presentado una omparaión exhaustiva entre dife-rentes algoritmos de ompresión de informaión on estrutura de árbol. Laprimera aproximaión (modelo adaptativo para árboles binarios iniializadouna distribuión a priori) no mejora al lásio Ziv Lempel. Ello se debe ala simpliidad del modelo, por lo que sus probabilidades de prediión noson e�ientes. Los nuevos algoritmos ITLAC e ITLAC-PPM mejoran a unbuen algoritmo de ompresión de árboles omo es el TLAC (Calera-Rubioet al. 1999) y produe un �hero 3 vees menor que los obtenidos usando unimplementaión extendida del Ziv-Lempel (gzip)Los mejores resultados se han obtenido utilizando una extensión paraárboles del suavizado multinivel (PPM).La apliaión sobre datos arti�iales permite onluir que este proe-dimiento garantiza la tasa de ompresión máxima independientemente deltamaño del �hero que se quiera omprimir.Apliado sobre árboles de análisis sintátio de una base de datos lingüís-tia (Penn Tree-bank) este método sigue proporionando los mejores resul-tados y permite tasas de ompresión que superan en un 30% a las mejoresténias de propósito general.



Capítulo 6Clasi�aión mediante modelosk-testablesEn la lasi�aión estoástia se asigna ada ejemplo o patrón a la lase que logenera on mayor probabilidad. En este apítulo se exponen diferentes apro-ximaiones al álulo de la probabilidad de un árbol mediante autómatas deárboles asendentes deterministas estoástios. Se presenta una apliaióndireta omo es la lasi�aión de arateres manusritos apliando modelosestoástios de árboles. Asimismo y on el propósito de estableer una om-paraión en otro tipo de ténias, se presentará un método no probabilístiobasado en la distania de ediión de árboles.6.1 IntroduiónEl método general de lasi�aión de un patrón araterizado omo árbolonsiste en la inferenia de un AAADE para ada lase a partir de muestrasbien lasi�adas; un nuevo patrón se asignará a la lase que maximie suverosimilitud (Duda and Hart 1973). Para ello, una vez inferido el AAA-DE, la probabilidad ondiionada de un árbol se alula multipliando lasprobabilidades de las transiiones utilizadas para proesar el árbol.75
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Figura 6.2: Árboles de la lase B.q r (q) � (t1; : : : ; tm) pm (�; t1; : : : ; tm)a 0 a 2=2b 0 b 3=3a(b) 0 a(b) 1=1a(ab) 2=2 a(a(b)b)a(a(b)b(ab)) 1=21=2b(ab) 0 b(ab) 1=1Tabla 6.1: AAADE obtenido a partir de los ejemplos de la �gura 6.1 onk = 3.



6.1. INTRODUCCIÓN 77q r (q) � (t1; : : : ; tm) pm (�; t1; : : : ; tm)a 0 a 3=3b 0 b 3=3a(ab) 0 a(ab) 1=1b(ab) 2=2 b(ab)b(a(ab)b(ab)) 2=31=3Tabla 6.2: AAADE orrespondiente a los ejemplos de la �gura 6.2 on k = 3.El problema aparee uando esta medida asoiada al árbol a lasi�arno proporiona su�iente informaión. Para ilustrarlo vamos a mostrar unejemplo. Sean los árboles de muestra de la �gura 6.1 para la lase A y 6.2para la lase B, on los que se obtienen los AAADE de la tablas 6.1 y 6.2respetivamente. En dihas tablas apareen los estados q del AAADE enla primera olumna, las probabilidades r (q) en la segunda, las transiiones� (t1; : : : ; tm) tales que Æ (� (t1; : : : ; tm)) = q en la terera y su orrespondien-te probabilidad pm (�; t1; : : : ; tm) en la uarta. Para alular la probabilidadde un árbol, por ejemplo t = a(ab), según estos dos AAADE distintos (A yB) debemos analizar el árbol y apliar las reglas del AAADE orrespondientesegún la euaión (4.8) y (4.9). En este aso se obtienep (t j A) = rA (a (ab)) pA2 (a; a; b) pA0 (a) pA0 (b) = 1=3 (6.1)p (t j B) = rB (a (ab)) pB2 (a; a; b) pB0 (a) pB0 (b) = 0 (6.2)De auerdo on estos resultados, deberíamos asignar el árbol t = a(ab) a lalase A, ya que p (t j A) > p (t j B).En ambio, si el árbol fuera t = a(a(b)), obtendríamosp (t j A) = rA (a (a)) pA1 (a; a(b)) pA1 (a; b) pA0 (b) = 0 (6.3)



78 6. CLASIFICACIÓN MEDIANTE MODELOS K-TESTABLESp (t j B) = rB (a (a)) pB1 (a; a(b)) pB1 (a; b) pB0 (b) = 0 (6.4)Como se obtiene una probabilidad nula en ambos asos la asignaión a unau otra lase será arbitraria y poo �able. Para evitar estos asos es preisosuavizar los modelos.Este problema ha sido estudiado anteriormente para los modelos de k-gramas apliados a adenas y hay propuestas varias soluiones:� los modelos de desuento: modelo de Katz (Katz 1987), desuentoabsoluto (Ney and Essen 1993) y desuento lineal (Katz 1987; Jelinek1990);� la interpolaión de modelos (Ney et al. 1997) y� los modelos PPM (Cleary and Witten 1984) desritos en la seión 3.2.A ontinuaión, se proponen tres métodos de suavizado de los AAADE queles permiten obtener valores no nulos de probabilidad para los árboles querequieren transiiones no observadas en la muestra.6.2 Métodos de suavizadoLa notaión seguida en este apartado será la siguiente:� M [k℄ es un AAADE de orden k;� S es el onjunto de muestras para la inferenia de los modelos M [k℄;� N (�) es el número de nodos etiquetados on el símbolo � en la muestraS;� N es el número total de nodos en S;� �� es la media aritmétia del número de desendientes de los nodos onetiqueta �;



6.2. MÉTODOS DE SUAVIZADO 79� � es la media aritmétia del número de desendientes de toda la lase,esto es, � = 1� jSj =N ;� L (m j �) es el número de vees que aparee un nodo on el símbolo �y m hijos en la muestra S;� P (m j �) es la distribuión de Poisson on media �.6.2.1 Interpolaión de modelosLa ténia de inferenia desrita en la seión 4.4 permite obtener simultánea-mente varios modelos estoástios M [k℄, uno para ada valor de k variandodesde 2 hasta kmax. Intuitivamente, es más probable que un modelo onk grande asigne una probabilidad nula a un árbol, debido a que muhosde los parámetros del modelo no han podido ser estimados a partir de lamuestra. Pero inluso un modelo 2-testable puede predeir, en algún asouna probabilidad nula. Una soluión habitual para resolver este problema esalular la probabilidad omo ombinaión lineal de todos los modelos (onunos oe�ientes �jos), inluyendo un modelo base, M [1℄, que nuna asignaprobabilidades nulas.Si se alula la probabilidad de un árbol ombinando linealmente todoslos modelos: p (� j A) = kmaxXk=1 �k p �� jM [k℄� (6.5)on la restriiónPkmaxk=1 �k = 1, se tiene la seguridad, siempre de que �1 > 0,de que p (� j A) > 0 para ualquier árbol � .Por tanto, para que la interpolaión no asigne probabilidad nula a ningúnárbol es importante disponer de un modelo baseM [1℄ que nuna presente esteproblema. Pasamos a desribir un modelo base M [1℄ que reonoe ualquier



80 6. CLASIFICACIÓN MEDIANTE MODELOS K-TESTABLESárbol sea ual sea el número máximo de hijos. Se de�ne este modelo mediantedos distribuiones: una, pL (m j �), para el número de hijos asoiado a laetiqueta � y otra, p[1℄ (�), para las etiquetas. Ambas distribuiones debenadaptarse lo mejor posible a las muestras de entrenamiento de ada lase,no utilizando parámetros obtenidos fuera del entrenamiento mientras no seaneesario. Con esto,
pL (m j �) = 8>>>>>><>>>>>>:

L (m j �)N (�) (1� �L (m; �)) si L (m j �) > 0�L (�) P (m j ��)1� Xl:L(lj�)>0P (l j ��) si L (m j �) = 0 ^ N (�) > 0P (m j �) en aso ontrario (6.6)donde �L (m; �) es la parte de probabilidad que se desuenta a los asos vistosen la muestra para asignárselos a los nos vistos mediante el oe�iente �L (�)que es �L (�) =Xm L (m j �)N (�) �L (m; �)Nótese que �L (�) > 0 si N (�) > 0, ya que en ese aso, para algún valor dem, L (m j �) > 0.La distribuión pL (m j �) está basada en la freuenia relativa de la apari-ión de las etiquetas del alfabeto en las muestras de entrenamiento y on unadistribuión de desendientes on dereimiento exponenial. Se ha utilizadola funión de distribuión de PoissonP (m j ��) = e��� �m�m! (6.7)por estar entrada la máxima probabilidad en el número medio de desen-dientes para una etiqueta dada (��).



6.2. MÉTODOS DE SUAVIZADO 81Por otra parte,p[1℄ (�) = 8<: N (�)N (1� � (�)) si N (�) > 0�j�j � C si N (�) = 0 (6.8)donde � =X�2� N (�)N � (�) ;y C es el número de símbolos distintos apareidos en las muestras de entre-namiento. Nótese que si C = j�j, entones se debe tomar � (�) = 0 paraualquier símbolo �.Los oe�ientes � deben reasignar probabilidad de los proesos observa-dos a los no observados. Es posible de�nir de muhas formas diferentes lasfuniones de desuento � (Ney et al. 1997; Witten et al. 1999) pero nuestrosresultados son poo sensibles a diha eleión. Por ello hemos optado porutilizar un proedimiento similar al del métodos PPMX desrito en la seión3.4. En onreto hemos utilizado� (�) = 1N X�:N(�)=nN (�)1 + X�:N(�)=n 1siendo ahora n = min�N (�). De forma análoga�L (m; �) = 1N (�) X�:L(mj�)=nL (m j �)1 + X�:L(mj�)=n 1siendo n = minm L (m j �). Estos oe�ientes tienen la propiedad interesante



82 6. CLASIFICACIÓN MEDIANTE MODELOS K-TESTABLESde que nuna se anulan.Para seguir interpretando este modelo omo un AAADE es neesariode�nir la funión de transiión Æ (t) de forma distinta a la euaión (4.4):Æm (�; �1; : : : ; �m) = � (6.9)También es diferente a la euaión (4.20) la forma en que se alula p[1℄m (t) yse de�ne omo: p[1℄m (�; �1; : : : ; �m) = pL (m j �) mYi=1 p[1℄ (�i) (6.10)y r[1℄ (�) = p[1℄ (�).Con esta modi�aiones y para los ejemplos de las �guras 6.1 (lase A)y 6.2 (lase B), se obtienen los AAADE que se muestran en las tablas 6.3 y6.4 respetivamente. Si se alula la probabilidad del árbol t = a(a(b)) onel modelo M [1℄A se obtienep�t jM [1℄A � = p[1℄ (a) pL (1 j a) p[1℄ (a) pL (1 j a) p[1℄ (b) pL (0 j b)= 0:0117 (6.11)y on el modelo M [1℄Bp�t jM [1℄B � = p[1℄ (a) pL (1 j a) p[1℄ (a) pL (1 j a) p[1℄ (b) pL (0 j b)= 4:6� 10�4 (6.12)Si de nuevo alulamos las probabilidades para el árbol t = a(a(b)) onel método de interpolaión y para unos oe�ientes �1 = 0:2, �2 = 0:3 y�3 = 0:5 se obtiene
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� p[1℄ (�) �� m pL (m j �)" �[1℄r = 0a 5=10 1:2 "012 �[1℄ (a) = 0:11=5 (1� 0:1)2=5 (1� 0:1)2=5 (1� 0:1)b 5=10 0:4 "02 �[1℄ (a) = 0:14=5 (1� 0:1)1=5 (1� 0:1)(a)q r[2℄ (q) � (t1; : : : ; tm) p[2℄m (�; t1; : : : ; tm)a 2=2 a(ab)a(b)a 2=51=52=5b 0 bb(ab) 4=51=5(b)q r[3℄ (q) � (t1; : : : ; tm) p[3℄m (�; t1; : : : ; tm)a 0 a 1=1a(b) 0 a(b) 2=2a(ab) 2=2 a(a(b)b)a(a(b)b(ab)) 1=21=2b 0 b 4=4b(ab) 0 b(ab) 1=1()Figura 6.3: Modelos M [k℄A orrespondientes a la lase A (�gura 6.1): (a) M [1℄Aon � = 0:8; (b) M [2℄A ; () M [3℄A .
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� p[1℄ (�) �� m pL (m j �)" �[1℄r = 0a 4=10 0:5 "02 �[1℄ (a) = 0:1253=4 (1� 0:125)1=4 (1� 0:125)b 6=10 1 "02 �[1℄ (b) = 0:33333=6 (1� 0:3333)3=6 (1� 0:3333)(a)q r[2℄ (q) � (t1; : : : ; tm) p[2℄m (�; t1; : : : ; tm)a 0 a(ab)a 1=43=4b 2=2 bb(ab) 3=63=6(b)q r[3℄ (q) � (t1; : : : ; tm) p[3℄m (�; t1; : : : ; tm)a 0 a 3=3a(ab) 0 a(ab) 1=1b 0 b 3=3b(ab) 2=2 b(ab)b(a(ab)b(ab)) 2=31=3()Figura 6.4: Modelos M [k℄B orrespondientes a la lase B (�gura 6.2); (a) M [1℄Bon � = 0:8; (b) M [2℄B ; () M [3℄B .



6.2. MÉTODOS DE SUAVIZADO 85� para la lase A:p (t j A) = �1 p�t jM [1℄A �+ �2 p�t jM [2℄A � + �3 p�t jM [3℄A �= 2:3� 10�3 (6.13)Nótese que p�t jM [2℄A � = p�t jM [3℄A � = 0 porque tienen al menos laprobabilidad de una transiión nula;� y para la lase B:p (t j B) = �1 p�t jM [1℄B �+ �2 p�t jM [2℄B � + �3 p�t jM [3℄B �= 9:2� 10�5 (6.14)De nuevo p�t jM [2℄B � = p�t jM [3℄B � = 0 porque también tienen almenos la probabilidad de una transiión nula.Como podemos omprobar nuestro proedimiento asignaría el árbol t =a(a(b)) a la lase A, ya que p (t j A) > p (t j B).Este método tiene el inonveniente de anular ompletamente la proba-bilidad p �t jM [k℄� para k > 1 si una sola transiión del árbol de entradano pertenee al modelo M [k℄, perdiendo así toda informaión probabilístiaque el modelo M [k℄ proporiona sobre el resto del árbol. Este heho perju-dia la preisión de la lasi�aión. En las seiones siguientes estudiaremosdistintas formas de aprovehar al máximo esta informaión.6.2.2 Suavizado mediante distribuión a prioriEn el apartado anterior hemos alulado la probabilidad de un árbol utili-zando interpolaión de varios modelos M [k℄. De esta forma la probabilidadasignada a árboles no reonoidos por ninguno de los modelos de orden k > 1



86 6. CLASIFICACIÓN MEDIANTE MODELOS K-TESTABLESes en general muy pequeña, ya que provienen úniamente del modelo baseM [1℄ que debe distribuir un pequeña masa de probabilidad entre un gran nú-mero de suesos. Otra opión para evitar probabilidades nulas es utilizar unmodelo on una distribuión iniial a priori que aepte todos los árboles quepueden apareer en la entrada. Este proedimiento ha sido usado habitual-mente en los modelos de k-gramas, omo por ejemplo en Makay (1998). Sinembargo, en este aso existe una di�ultad: si no se �ja el máximo númerode hijos el número de suesos no observados es in�nito.En ambio, si se tiene un alfabeto �nito �, un valor de k dado y laariedad máximaM aotada, se puede onstruir el autómata ompleto on susontadores orrespondientes a los estados C [k℄r (t) y a las transiiones C [k℄ (t)iniializados, por ejemplo a 1, para que proporione siempre una probabilidadno nula. Pero esta iniializaión tiene un inonveniente, y es que el autómataresultante no es onsistente. Una soluión para que lo sea es generar todoslos árboles posibles de profundidad 0 hasta k�1 y on nodos de ariedad entre0 y M . Por ejemplo, tomando � = fa; bg, k = 2 y M = 2, obtendríamos14 árboles S0={a, b, a(a), a(b) ,b(a), b(b), a(aa), a(ab) ,a(aa), a(ab), b(aa),b(ab) ,b(aa), b(ab)}. Si el AAADE se iniializa on esta muestra se onsiguenvarias ventajas:1. No se produirán transiiones on probabilidad 0, ya que on la iniia-lizaión anterior se generan todos los estados on todas las transiionesposibles para ada estado.2. El AAADE que se in�era inrementalmente después de esta iniializa-ión será también onsistente, ya que se ha inferido a partir de muestras(Chaudhuri et al. 1983).3. Cuando un AAADE se inremente on muestras reales de una lase, lasprobabilidades de las transiiones se alejarán de la iniializaión previamejorando la lasi�aión.



6.2. MÉTODOS DE SUAVIZADO 87Cabe destaar que aunque la generaión de todos los ejemplos iniiales tieneun oste exponenial on respeto a k, no hae falta guardar todo el mo-delo en memoria on la antidad de reursos que supondría. La forma deálulo se puede optimizar para que sólo guarde en memoria los ontadoresde las euaiones (4.20) y (4.21) desritos en el apítulo 4. Los valores o-rrespondientes a los ejemplos iniiales se apliarán sólo a los álulos de lasprobabilidades pm (t) y r (q).Tomamos de nuevo omo ejemplo las �guras 6.1 para la lase A y 6.2para la lase B, para obtener los AAADE orrespondientes, mostrados enlas tablas 6.3 y 6.4 respetivamente. Estas tablas representan el resultadode la iniializaión on S0 y los árboles de ada una de las lases. Se haninluido puntos suspensivos en algunas de las asillas porque el número detransiiones totales es muy elevado (422) y la tabla ouparía varias páginas.De nuevo alulamos las probabilidades para el árbol t = a(a(b)) on elmodelo suavizado atual. Para la lase A se obtienep (t j A) = r (a (a)) p1 (a; a(b)) p1 (a; b) p0 (b)= 2:3125� 10�4 (6.15)Si ahora alulamos la probabilidad para la lase B, quedaríap (t j B) = r (a (a)) p1 (a; a(b)) p1 (a; b) p0 (b)= 2:3055� 10�4 (6.16)Como podemos omprobar, el árbol t = a(a(b)) sería asignado a la lase A,ya que p (t j A) > p (t j B).Observando la forma en que se han realizado los álulos on las euaio-nes (6.15) y (6.16) se observa que las probabilidades de p1 (a; a(b)) y r (a(a))son distintas de ero a pesar de que estos asos no ha sido vistos en losejemplos de entrenamiento de las lases A y B. Observamos que la úniadiferenia está en el álulo de p1 (a; b): en la lase A esta transiión ha sido
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q r[3℄ (q) � (t1; : : : ; tm) p[3℄m (�; t1; : : : ; tm)a 1=424 a 1b 1=424 b 1a(a) 7=424 ... ...a(b) 7=424 a(b)...a(b(bb)) 61=67...1=67a(aa) 49=424 ... ...a(ab) 51=424 a(ab)...a(a(ab)b(ab))...a(a(bb)b(bb))
60=109...2=109...1=109a(ba) 49=424 ... ...a(bb) 49=424 ... ...b(aa) 49=424 ... ...b(ab) 49=424 b(ab)...b(a(bb)b(bb)) 60=108...1=108b(ba) 49=424 ... ...b(bb) 49=424 ... ...Tabla 6.3: AAADE orrespondiente a los ejemplos de la �gura 6.1 lase Apara un modelo on k = 3, iniializado a priori on M = 2. En este asojQj = 14 y j�j = 422. Los puntos suspensivos indian que hay transiionesy probabilidades del autómata ompleto no representadas.
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q r[3℄ (q) � (t1; : : : ; tm) p[3℄m (�; t1; : : : ; tm)a 1=424 a 1b 1=424 b 1a(a) 7=424 ... ...a(b) 7=424 ... ...a(aa) 49=424 ... ...a(ab) 49=424 a(ab)...a(a(bb)b(bb)) 60=110...1=110a(ba) 49=424 ... ...a(bb) 49=424 ... ...b(aa) 49=424 ... ...b(ab) 51=424 b(ab)...b(a(ab)b(ab))...b(a(bb)b(bb))
61=110...2=110...1=110b(ba) 49=424 ... ...b(bb) 49=424 ... ...Tabla 6.4: AAADE orrespondiente a los ejemplos de la �gura 6.2 lase Bpara un modelo on k = 3, iniializado a priori on M = 2. En este asojQj = 14 y j�j = 422. Los puntos suspensivos indian que hay transiionesy probabilidades del autómata ompleto no representadas



90 6. CLASIFICACIÓN MEDIANTE MODELOS K-TESTABLESatualizada 2 vees, mientras que en la lase B no ha sido atualizada, hehoque favoree probabilístiamente a la lase A.El problema de la iniializaión a priori es que no será útil si aparee unárbol en el que algún nodo tiene más de M hijos. El proedimiento que sepresenta a ontinuaión resuelve este problema.6.2.3 Modelo de prediión por onordania parialEl uso de una distribuión iniial para evitar los asos de probabilidad 0 pre-senta el inonveniente de tener la ariedad máxima aotada. En este apartadose propondrá un nuevo modelo sin esta restriión.La idea en la que se basa es similar a la expliada en el apartado 3.4y utilizada para la ompresión: onsiste en mantener varios modelos M [k℄on 1 � k � kmax. Conforme va desendiendo el valor de k, el modelogeneraliza más. Lo que se pretende es alular siempre la probabilidad de unatransiión pm (t) o r (t) on el modelo de mayor k posible. Si éste no tuviera latransiión neesaria se generará un ódigo de esape e intentaríamos alularla probabilidad de t on el modelo k � 1. Si fuera neesario, seguiríamos asíhasta llegar al modelo on k = 1 que es apaz de reonoer ualquier árbol.En lo que sigue tomaremos kmax = 3.La notaión seguida en este apartado será la siguiente:� C [k℄r (t) es el número de árboles � 2 S tales que rk�1 (�) = t;� C [k℄ (t) es el número de k-forks o (k � 1)-subtrees isomorfos a t en losárboles � 2 S;� �[k℄ es la probabilidad orrespondiente al ódigo " de esape en el mo-delo M [k℄;� �[k℄ (t) es el fator de desuento en un ontexto t.



6.2. MÉTODOS DE SUAVIZADO 91Como se va a intentar siempre busar las probabilidades en el modelo de kmáxima, la de�niión de p (� j A) es p (� j A) = p[kmax℄ (� j A), onp[kmax℄ (� j A) = r[kmax℄ (rk�1 (�)) �[kmax℄ (�) (6.17)Si � = � (�1; � � � ; �m) entones�[kmax℄ (�) = ( p[kmax℄m (�; rk�1 (�1) ; � � � ; rk�1 (�m))Qmj=1 �[kmax℄ (�j) si m > 0p[kmax℄0 (�) si m = 0Para asegurar que en ningún aso se produen probabilidades nulas, las pro-babilidades p[kmax℄m usarán, uando sea neesario, las probabilidades p[kmax�1℄my así reursivamente hasta llegar a p[1℄ donde siempre se asignaran probabi-lidades no nulas.De�niremos a ontinuaión las euaiones orrespondientes a los modelosM [1℄, M [2℄ y M [k℄ para ualquier k > 2. Comenemos por el modelo baseM [1℄. Este modelo base es análogo al introduido en el apartado 6.2.1. Denuevo, el modelo de�ne dos distribuiones, una para el número de hijos de laetiqueta �, pL (m j �), y otra para la etiqueta, p[1℄ (�).La primera se de�ne de la siguiente manera
pL (m j �) = 8>>>>>><>>>>>>:

L (m j �)N (�) �1� �[1℄L (m; �)� si L (m j �) > 0�[1℄L (�) P (m j ��)1� Xl:L(lj�)>0P (l j ��) si L (m j �) = 0 ^ N (�) > 0P (m j �) en aso ontrario (6.18)El oe�iente de normalizaión 1�Pl:L(lj�)>0 P (l j ��) oinide onPl:L(lj�)=0 P (l j ��),es deir, el sumatorio de las probabilidades de todos los asos que no hanapareido en un ontexto, pero esta segunda forma da lugar a sumatorios



92 6. CLASIFICACIÓN MEDIANTE MODELOS K-TESTABLESin�nitos, por ello en la euaión (6.18) nos basamos en el álulo del omple-mentario para evitar este problema.La probabilidad �[1℄L (�) se de�ne omo�[1℄L (�) =Xm L (m j �)N (�) �[1℄L (m; �) :Nótese que �[1℄L (�) > 0 siempre que N (�) > 0, ya que al menos para unvalor de m, es L (m j �) > 0. La distribuión para las etiquetas se de�nep[1℄ (�) = 8<: N (�)N �1� �[1℄ (�)� si N (�) > 0�[1℄j�j � C si N (�) = 0 (6.19)donde �[1℄ =X�2� N (�)N �[1℄ (�) :Nótese que si la muestra no es trivial (N > 0), entones N (�) > 0 paraalgún � y por tanto �[1℄ > 0. De las onsideraiones anteriores, se deduequeM [1℄ no asigna nuna probabilidades nulas. El signi�ado de los símboloses idéntio al de la seión 6.2.1.A ontinuaión, pasamos a de�nirM [2℄. Para todo 2-subtree t = � (�1; �2; � � � ; �m),de�nimos la probabilidad de la raíz
r[2℄ (�) = 8>><>>: C [2℄r (�)jSj �1� �[2℄r (�)� si C [2℄r (�) > 0�[2℄rE[2℄r p[1℄ (�) en aso ontrario (6.20)



6.2. MÉTODOS DE SUAVIZADO 93donde �[2℄r = X�2�:C[2℄r (�)>0 C [2℄r (�)jSj �[2℄r (�)y la normalizaión E[2℄r esE [2℄r = 1� X�2�:C[2℄r (�)>0 p[1℄ (�) : (6.21)Dado que hemos justi�ado que p[1℄ (�) > 0 y por otro lado, �[2℄r no puedeser ero, podemos onluir que r[2℄ (�) > 0 para todos los símbolos.Se de�ne para las transiiones, siendo t = � (�1; �2; � � � ; �m)p[2℄m (�; �1; �2; � � � ; �m) = 8>>><>>>: C [2℄ (t)C [1℄ (�) �1� �[2℄ (t)� si C [2℄ (t) > 0�[2℄ (�)E [2℄ (�) pL (m j �) mYj=1 p[1℄ (�j) en aso ontrario(6.22)donde �[2℄ (�) = Xt:C[2℄(t)>0^ r1(t)=� C [2℄ (t)C [1℄ (�) �[2℄ (t)y la normalizaiónE[2℄ (�) = 1� Xm:L(mj�)>0 pL (m j �) X�1;��� ;�m:C[2℄(�(�1;��� ;�m))>0 mYi=1 p[1℄ (�i) : (6.23)
De nuevo, es senillo justi�ar que p[2℄m es siempre mayor que ero, ya que�[2℄ (�) > 0.



94 6. CLASIFICACIÓN MEDIANTE MODELOS K-TESTABLESAhora detallamos las euaiones orrespondientes a M [k℄ para k > 2. Porbrevedad en la notaión, de�nimos el onjunto�Tk = �t 2 �T j depth (t) < k	de todos los árboles on profundidad menor que k
De�nimos para todo t = � (t1; � � � ; tm) 2 �Tk�1r[k℄ (t) = 8>><>>: C [k℄r (t)jSj �1� �[k℄r (t)� si C [k℄r (t) > 0�[k℄rE [k℄r r[k�1℄ (rk�2 (t)) p[k�1℄m (�; t1; � � � ; tm) en aso ontrario(6.24)donde �[k℄r = Xu2�Tk :C[k℄r (u)>0 C [k℄r (u)jSj �[k℄r (u) (6.25)yE [k℄r = 1�X�2� MXm=0 Xt1;��� ;tm:C[k℄r (�(t1;��� ;tm))>0 r[k�1℄ (rk�2 (� (t1; � � � ; tm))) p[k�1℄m (�; t1; � � � ; tm)(6.26)donde M es la ariedad máxima de las muestras de entrenamiento.
Por otro lado, para todo t = � (t1; t2; : : : ; tm) 2 �Tk de�nimos
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p[k℄m (�; t1; t2; : : : ; tm) = 8>>><>>>: C [k℄ (t)C [k�1℄ (rk�1 (t)) �1� �[k℄ (t)� si C [k℄ (t) > 0�[k℄ (rk�1 (t))E[k℄ (rk�1 (t)) mYj=1 p[k�1℄mj �tj� en aso ontrario(6.27)donde tj representa a (�j; t1j; t2j; : : : ; tmj) si tj = �j (t1j; t2j; : : : ; tmj)�[k℄ (t) = Xu2�Tk :C[k℄(u)>0rk�1(u)=t C [k℄ (u)C [k�1℄ (rk�1 (u))�[k℄ (u) (6.28)y E [k℄ (� (t1; t2; : : : ; tm)) = 1� [k�1℄Xu1;::: ;um2�Tk�1:rk�1(ui)=t^C[k℄(�(u1;::: ;um))>0 mYi=1 p[k�1℄mj (uj) :(6.29)Nótese que en las fórmulas anteriores se dan dos posibilidades:1. el ontexto atual suministra la probabilidad de una determinada tran-siión t;2. el ontexto atual no puede suministrar la probabilidad de la transiiónt, en uyo aso, proporiona la probabilidad � del esape y se pasa aun ontexto en M [k�1℄. Pero esta aída se debe normalizar ya que sólose realizará para las transiiones t que pudiendo perteneer al ontextoatual su C [k℄ (t) = 0. Por lo que la probabilidad resultante uandose aiga de modelo deberá dividirse por el omplementario de la reglasque el ontexto k � 1 nuna evaluará realmente, es deir, 1 menos lasuma de probabilidades de las reglas uyo C [k℄ (t) > 0 en el ontexto



96 6. CLASIFICACIÓN MEDIANTE MODELOS K-TESTABLESatual, evaluadas por el modelo M [k�1℄.En el ejemplo que se va a mostrar a ontinuaión, se han alulado la proba-bilidad � de los esapes, ", a partir de los valores menos vistos por estado,de auerdo on trabajos previos para análisis de adenas omo el modeloPPMX (Witten and Bell 1991). La únia diferenia es que en vez de usarlas hapax legomena, reglas on una únia apariión, hemos tomado las reglasque apareen sólo n vees siendo n el mínimo en un ontexto. Además se haapliado la forma de desuento lineal (Katz 1987; Jelinek 1990).Debemos destaar que hemos utilizado diferentes aproximaiones al álu-lo de estas probabilidades � omo las basadas en PPMC (Mo�at 1990),PPMD (Howard 1993) y el modelo de desuento del valor absoluto de (Neyand Essen 1993) sin difereniarse signi�ativamente en la tasa de aiertos,por lo que se ha optado por exponer en detalle una sola de las aproximaionesrealizadas.Las expresiones utilizadas en esta aproximaión son de tipo siguiente:� C [k℄ (t) es el número de apariiones de la regla t en la muestra,� n = min�C [k℄ (t) : rk�1 (t) = q	,� R (q) = �t : rk�1 (t) = q ^ C [k℄ (t) = n	,� N (q) es el número de reglas en el estado q uyo número de apariioneses el mínimo n, esto es N (q) = jR (q)j� (q) = Xt=�(t1 ;::: ;tm)2R(q) pm (�; t1; : : : ; tm)N (q) + 1 (6.30)Seguiremos on el ejemplo de las �guras 6.1 para la lase A y 6.2 para lalase B. Hay que remarar que ahora tenemos tres modelos distintos para lalase A y otros tres para la lase B, omo se muestra en las �guras (6.5 y 6.6)



6.2. MÉTODOS DE SUAVIZADO 97� p[1℄ (�) �� m pL (m j �)" �[1℄r = 0a 5=10 1:2 "012 �[1℄r = 0:11=5 (1� 0:1)2=5 (1� 0:1)2=5 (1� 0:1)b 5=10 0:4 "02 �[1℄ (b) = 0:14=5 (1� 0:1)4=5 (1� 0:1)(a)q r[2℄ (q) � (t1; : : : ; tm) p[2℄m (�; t1; : : : ; tm)" �[2℄r = 0:5a 2=2 (1� 0:5) "a(ab)a(b)a �[2℄r = 0:12=5 (1� 0:1)1=5 (1� 0:1)2=5 (1� 0:1)b 0 "bb(ab) �[2℄ (b) = 0:14=5 (1� 0:1)1=5 (1� 0:1)(b)q r[3℄ (q) � (t1; : : : ; tm) p[3℄m (�; t1; : : : ; tm)" �[3℄r = 0:5a 0 a 1=1a(b) 0 "a(b) �[3℄ (a(b)) = 0:52=2 (1� 0:5)a(ab) 2=2 (1� 0:5) "a(a(b)b)a(a(b)b(ab)) �[3℄ (a(ab)) = 0:33331=2 (1� 0:3333)1=2 (1� 0:3333)b 0 b 4=4b(ab) 0 "b(ab) �[3℄ (b(ab)) = 0:51=1 (1� 0:5)()Figura 6.5: AAADE orrespondientes a la lase A (�gura 6.1): (a) M [1℄A on� = 0:8; (b) M [2℄A ; () M [3℄A .



98 6. CLASIFICACIÓN MEDIANTE MODELOS K-TESTABLES� p[1℄ (�) �� m pL (m j �)" �[1℄r = 0a 4=10 0:5 "02 �[1℄ (a) = 0:1253=4 (1� 0:125)1=4 (1� 0:125)b 6=10 1 "02 �[1℄ (b) = 0:33333=6 (1� 0:3333)3=6 (1� 0:3333)(a)q r[2℄ (q) � (t1; : : : ; tm) p[2℄m (�; t1; : : : ; tm)" �[2℄r = 0:5 0:0333a 0 "a(ab)a �[2℄ (a) = 0:1251=4 (1� 0:125)3=4 (1� 0:125)b 2=2 (1� 0:5) "bb(ab) �[2℄ (b) = 0:33333=6 (1� 0:3333)3=6 (1� 0:3333)(b)q r[3℄ (q) � (t1; : : : ; tm) p[3℄m (�; t1; : : : ; tm)" �[3℄r = 0:5a 0 a 3=3a(ab) 0 "a(ab) �[3℄ (a(ab)) = 0:51=1 (1� 0:5)b 0 b 3=3b(ab) 2=2 (1� 0:5) "b(ab)b(a(ab)b(ab)) �[3℄ (b)) = 0:16672=3 (1� 0:1667)1=3 (1� 0:1667)()Figura 6.6: AAADE orrespondientes a la lase B (�gura 6.2): (a) M [1℄B on� = 0:8; (b) M [2℄B ; () M [3℄B .



6.2. MÉTODOS DE SUAVIZADO 99respetivamente, ya que la ténia que estamos apliando es on kmax = 3.Volvamos a alular las probabilidades para el árbol t = a(a(b)) on el modeloPPM para árboles desrito anteriormente.Los álulos para la lase A quedarían omo sigue (en los álulos que sepresentan a ontinuaión se omitirá en las funiones ualquier referenia a lalase A para no sobreargar los subíndies o superíndies)p (t j A) = p[3℄ (t j A) = r[3℄ (a(a)) �[3℄ (a(a(b)))= 4:491� 10�3 (6.31)Ampliando los términos,r[3℄ (a(a)) = �[3℄rE[3℄r r[2℄ (a) p[2℄1 (a; a)= 0:0499 (6.32)y �[3℄ (a(a(b))) = p[3℄1 (a; a(b)) p[3℄1 (a; b) p[3℄0 (b)= 0:09 (6.33)Si ahora alulamos la probabilidad para la lase B quedaría omo sigue (denuevo se omitirá ualquier referenia a la lase B para no sobreargar lossubíndies o superíndies)p (t j B) = p[3℄ (t j B) = r[3℄ (a(a)) �[3℄ (a(a(b)))= 0:01� 10�3 (6.34)Ampliando términosr[3℄ (a(a)) = �[3℄rE[3℄r r[2℄ (a) p[2℄1 (a; a)= 1:839� 10�3 (6.35)



100 6. CLASIFICACIÓN MEDIANTE MODELOS K-TESTABLESy �[3℄ (a(a(b))) = p[3℄1 (a; a(b)) p[3℄1 (a; b) p[3℄0 (b)= 8:9475� 10�3 (6.36)Como podemos omprobar de nuevo, el árbol t = a(a(b)) perteneería ala lase A, ya que, p (t j A) > p (t j B).Observando la forma en que se han realizado los álulos, euaiones(6.31) y (6.34), hay que remarar que en la segunda euaión ha aído enmás oasiones de modelo y ha utilizado más parámetros �, lo que justi�aen gran medida que la probabilidad �nal ha sido menor.6.3 Clasi�aión no probabilístiaEn este apartado se de�nirá una distania entre un árbol y un AAADEque sirva para valorar uán distinto es el árbol respeto del autómata. Lamedida se basa en distania de ediión entre árboles y ompara las reglas queperteneen al onjunto � del AAADE.El álulo de la distania de ediión se puede aelerar usando ténias deprogramaión dinámia, disminuyendo su oste temporal, (Zhang and Shasha1989; Oommen et al. 1996) on lo que se obtiene una omplejidad deO (jT1j � jT2j �min (depth (T1) ; leaves (T1))�min (depth (T2) ; leaves (T2)))donde T1 y T2 son los árboles omparados. En nuestro aso ompararemosárboles uya profundidad es omo máximo k por lo que la omplejidad quedaomo O (jT1j � jT2j)La funión de distania d (t; A) entre un árbol y un AAADE la de�niremos



6.3. CLASIFICACIÓN NO PROBABILíSTICA 101de la siguiente formad (t; A) = min�2Q:r(�)>0 fd (�; rk�1 (t))g+ X�2Rt min�2RA fd (�; �)g � C (�; t) (6.37)donde:� A = (Q;�;�; P; r) es el AAADE orrespondiente a la lase;� RA es el onjunto de reglas de A, es deir, fk (S)S sk�1 (S);� Rt es fk (t)S sk�1 (t);� C (�; t) es el ontador de k-forks o (k � 1)-subtrees isomorfos a � en t;� d (�; �) : �; � 2 �T es la distania de ediión entre dos árboles.La funión d (t; A) devuelve el peso orrespondiente a la suma de las mínimasdistanias entre las transiiones inferidas por un AAADE on t omo patróna lasi�ar, y las transiiones orrespondientes al autómata A. Cuanto mayorsea este valor mayor será la diferenia entre el árbol t y el autómata A.Las muestras para inferir los AAADE se enuentran representadas en las�guras 6.1 para la lase A y 6.2 para la lase B, y los AAADE asoiados alas lases anteriores se muestran en las tablas 6.1 y 6.2 respetivamente.Calulemos ahora los valores para ada lase si se suministra omo entradael árbol t = a(a(b)) on un peso unitario para las operaiones básias de ladistania de ediión entre árboles (inserión wI = 1, borrado wB = 1 ysustituión wab = 1).Los álulos orrespondientes a la euaión (6.37) para la lase A queda-



102 6. CLASIFICACIÓN MEDIANTE MODELOS K-TESTABLESrían omo siguemin�2Q:r(�)>0 f�; d (a(a))g = d (a(ab); a(a)) = 1min�2RA f�; d (a(a(b)))g � 1 = d (a(a(b)b); a(a(b))) = 1min�2RA fd (�; a(b))g � 1 = d (a(b); a(b)) = 0min�2RA fd (�; b)g � 1 = d (b; b) = 0d (t; A) = 1 + 1 + 0 + 0 = 2 (6.38)
Y para la lase B,min�2Q:r(�)>0 f�; d (a(a))g = d (b(ab); a(a)) = 2min�2RA fd (�; a(a(b)))g � 1 = d (a(ab); a(a(b))) = 2min�2RA fd (�; a(b))g � 1 = d (a(b); a(b)) = 0min�2RA fd (�; b)g � 1 = d (b; b) = 0d (t; B) = 2 + 2 + 0 + 0 = 4 (6.39)

Como podemos omprobar de nuevo, el árbol t = a(a(b)) perteneería ala lase A ya que d (t; A) < d (t; B). A diferenia de los modelos anterioresque busaban la máxima verosimilitud de pertenenia a una lase, aquí sebusa la mínima diferenia entre el valor de la medida dada entre el árbol yel autómata.A la vista de los álulos de las euaiones (6.38) y (6.39), se observaque los pesos del estado raíz a(a) son diferentes: en la lase A se obtiene unpeso de d (a(a); a(ab)) = 1, mientras que en la lase B se obtiene un peso ded (a(a); b(ab)) = 2. Al igual que en la regla a(a(b)): en la lase A existe unapareida on un solo ambio d (a(a(b)); a(a(b)b)) = 1, mientras que la reglamás pareida en la lase B neesita dos ambios d (a(a(b)); a(ab)) = 2, on loque el valor �nal de la medida es menor para la lase A.



6.4. RESULTADOS 1036.4 ResultadosEn este apartado se aplian los modelos desritos en el apartado anterior auna base de datos de arateres manusritos aislados que ha sido ampliamenteutilizada (Gómez et al. 1995; Mió and Onina 1998; López and Piñaga 2000;Pérez-Cortés et al. 2000): la NIST SPECIAL DATABASE 3 del NationalInstitutte of Standards and Tehnology.6.4.1 Extraión de araterístiasA todas las imágenes binarias utilizadas para el entrenamiento y test se lesha apliado el algoritmo de Arelli and di Baja (1985) de esqueletizado deimágenes para eliminar informaión redundante. Estas imágenes son el puntode partida del proeso de representaión en forma de árbol. Para ello, se hanseguido Para ello, se han seguido los mismos riterios que en López andPiñaga (2000):1. Se esoge el pixel más a la izquierda de la imagen y se le asigna la raízdel árbol on una etiqueta espeial ���.2. Cada nodo del árbol tendrá tantos desendientes omo veinos tiene elpixel.3. Cada rama se extenderá siguiendo su pixel veino hasta que se umplauna de las siguientes ondiiones:(a) la rama atual alanza la longitud del parámetro estableido win-dow=8;(b) el pixel no tiene más veinos (pixel �nal);() el pixel tiene más de un veino (interseión de pixels).4. Se asigna un nuevo nodo al pixel �nal del paso 3. El nodo se etiquetasegún el esquema de la �gura 6.7.



104 6. CLASIFICACIÓN MEDIANTE MODELOS K-TESTABLES8>><>>: si x � 0 � y = �2 dxey = � bx2en aso ontrario � y = �2 dx� 1ey = � bx+12(a)
"1"

"2"
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(b)Figura 6.7: (a) euaiones para dividir el espaio espaio 2D en 8 regiones;el norte se etiqueta on �1� y siguiendo el sentido horario se etiqueta elresto de regiones onseutivamente. Cuando se asigna una etiqueta a unsegmento, el pixel iniial se sitúa en el origen de oordenadas; las etiquetasasignadas dependen de la posiión relativa de la situaión del pixel iniial;(b) representaión grá�a
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(a) (b)
�  e f f e f g

g e d  f e d()Figura 6.8: Ejemplo de un dígito: (a) Imagen original; (b) Imagen esqueleti-zada; () Árbol etiquetado resultante



106 6. CLASIFICACIÓN MEDIANTE MODELOS K-TESTABLES5. Para ada nodo on veinos, se vuelve al paso 2.Los árboles que se obtienen on este proedimiento tienen etiquetados sus no-dos. Para transformar estos árboles en esqueletos sin pérdida de informaiónse aplia el operador siguiente:Sk(a) = a 8a 2 �Sk (� (t1; : : : ; tn)) = � (�; Sk (t1) ; : : : ; Sk (tn)) 8t1; : : : ; tn 2 �T ; � 2 �(6.40)Donde � representa un símbolo espeial no ontenido en �.Un ejemplo de araterístias se muestra en la �gura 6.8.6.4.2 Análisis de resultadosLos árboles etiquetados que se han usado para realizar los experimentos sonlos mismos on los que se realizaron las pruebas de lasi�aión de López andPiñaga (2000) donde se apliaba la de�niión de una distania de ediiónentre un árbol etiquetado y un autómata determinista de árboles (Lópezet al. 2000) uyos resultados fueron de un 80% de preisión.Las pruebas que se han realizado on nuestros modelos se han estrutura-do en 5 subonjuntos de tamaño 1000, 2000, 3000, 4000 y 5000, utilizándosepara ada uno de los subonjuntos el 75% de las muestras para entrenamientoy el 25% restante para test.Se han realizado varias pruebas on diferentes k: 3, 5 y 7 sobre el métodode lasi�aión no probabilístio obteniéndose los resultados mostrados en la�gura 6.9. El mejor de estos resultados obtenidos, k = 7, será el representa-tivo de este modelo. Los resultados obtenidos por los modelos desritos eneste apítulo se omparan, adiionalmente, on el método de lasi�aión pordistania entre árboles detallado en apartado 8.3. Como se puede observaren la tabla 6.5, el método que onsigue menor preisión es el de interpola-ión de modelos y los que obtienen mejor preisión son el de medida entre
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Figura 6.9: Tasa de lasi�aión para el modelo de lasi�aión no probabi-lístia.
# interpolaión distrib. a priori PPM k=3 medida AA distania AAmuestras � D � D � D � D � D1000 70.9 3.4 82.7 1.2 82.9 3,5 96.2 1.9 95.0 0.92000 77.9 1.2 85.4 1.6 88.1 1.4 96.7 0.9 97.2 0.63000 78.5 0.4 85.7 0.5 88.5 0.7 97.2 0.7 96.5 0.64000 81.4 0.3 86.0 0.6 98.3 0.5 97.7 0.6 97.3 0.55000 82.5 0.2 86.4 0.5 90.6 0.7 98.0 0.5 98.0 0.4Tabla 6.5: Tasa de lasi�aión para los modelos de este apítulo donde � esla media aritmétia y D la desviaión estándar.
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Figura 6.10: Tasa de lasi�aión para los modelos de este apítulo.



6.5. CONCLUSIONES 109árbol-autómata y el de distania de ediión entre árboles.6.5 ConlusionesTal y omo se ha omentado en ada uno de los apartados, los modelos ex-puestos en este apítulo tienen diferentes araterístias. Si queremos esogerentre los modelos probabilístios puros, aquellos que onsiguen una mayorpreisión son el modelo on distribuión a priori y el modelo de prediiónpor onordania parial, llegando a obtener una preisión en promedio del86:7% y del 90:3% respetivamente. Si deseamos esoger entre los modelosno probabilístios, el que se de�ne en el apartado 6.3 y el basado en distaniade ediión entre árboles, apartado 8.3, onsiguen una preisión en promediodel 98%. Estos últimos detetan similitudes entre los árboles etiquetados queayudan a la lasi�aión y que los anteriores no pueden ontemplar.Aunque lo tasa de aiertos de los métodos basados en distanias supera alde los métodos probabilístios, los primeros resultan extremadamente lentospara su apliaión en bases de datos extensas o uando el tiempo de respuestadel sistema es rítio.



110 6. CLASIFICACIÓN MEDIANTE MODELOS K-TESTABLES



Parte IIOtros modelos de árboles
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Capítulo 7Compresión de super�iesEn muhas apliaiones, los objetos se representan omo un onjunto depuntos tridimensionales desordenados que se han obtenido a partir de un�esaner�. En estos asos, interesa enontrar una forma e�iente de almae-namiento de datos. Este apítulo presenta un esquema de ompresión arit-métia que usa una representaión arbórea del onjunto de datos y permitemejorar los tasas de ompresión respeto a los métodos de propósito general.7.1 IntroduiónUna gran área de investigaión atual es la ompresión e�iente de imágenes,espeialmente de imágenes bidimensionales e imágenes de vídeo. Algunos tra-bajos previos tratan la ompresión de imágenes en tres dimensiones (Cohranet al. 1996). En algunos asos se han estudiado apliaiones médias (Ihmand Park 1998) en las que toda la informaión, inluyendo la relativa a puntosinteriores del objeto, es relevante. Sin embargo, existen asos (por ejemplo,en el diseño industrial asistido por ordenador) en los que sólo nos interesala informaión exterior del objeto, esto es, la desripión de su super�ie.En la mayoría de estos asos, los datos se obtienen utilizando un esaner detres dimensiones que reorre la super�ie del objeto y genera omo salida113
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3345566700121(a) (b)Figura 7.1: Codi�aión de una �gura en 2D: (a) ódigos asignados a lasdireiones en el plano; (b) Contorno de una �gura y su odi�aión.un onjunto de puntos tridimensionales (vetores de tres omponentes en unespaio eulídeo). Algunos trabajos preedentes se han entrado en la ons-truión, a partir del onjunto de puntos tridimensionales, de modelos paradesribir geométriamente el objeto por medio de super�ies (Hoppe et al.1994), onsiguiendo así una odi�aión e�iente de la imagen. Sin embargo,el oste de estos algoritmos es siempre alto.En el aso más senillo de las imágenes en dos dimensiones, el ontornode una �gura simple se puede odi�ar e�ientemente on una adena desímbolos (Freeman 1961). Para este propósito basta on esoger el sentidoen la que se odi�ará �gura (horario o antihorario) omo se muestra en la �-gura 7.1. Así, ada punto tiene dos veinos (un predeesor y un suesor) y surepresentaión omo adena de símbolos se genera simplemente esribiendo



7.1. INTRODUCCIÓN 115las posiiones relativas entre puntos onseutivos. Las �guras bidimensiona-les se desriben habitualmente omo una oleión de pixels. Dado que adapixel tiene 8 veinos omo máximo, un byte es su�iente para desribir laposiión relativa de un pixel on respeto al anterior. De esta manera, si una�gura está simplemente onetada1, una adena ontiene toda la informaiónneesaria para reonstruir la �gura, salvo por una translaión global que noes relevante en la mayoría de las apliaiones. Con este método se onsigueuna reduión onsiderable en el tamaño del �hero neesario para guardarla informaión (Gokmen et al. 1996).El método desrito anteriormente permite una odi�aión y desodi�a-ión simple y rápida. No obstante, en el aso de imágenes tridimensionales,surgen algunas diferenias importantes:1. El objeto está limitado por una super�ie en vez de por una urva y elnúmero de veinos de un voxel se inrementa a 26, omparado on los8 de un pixel.2. En las on�guraiones habituales, la preisión del esaner es muy su-perior a la distania mínima entre puntos, por lo que estos dejan de seradyaentes.3. Además, un punto en la super�ie puede tener más de 2 veinos, por loque se debe estableer una prioridad entre los veinos para determinarun amino. De heho, puede ser imposible esanear la super�ie delobjeto on un solo amino que pase una sola vez por ada punto.El último punto sugiere que una forma natural para desribir la super�iees una representaión de tipo árbol, tal y omo se desribe en la seiónsiguiente.1Una �gura simplemente onetada es una �gura on un solo borde.
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�Codificación aritmética:

 · Precision ε: Fi(xt+ε/2)-Fi(xt
-ε/2) <= 2

-32

 · Data: pk1
d(n1) pk2

d(n2) ··· pk|T|
d(n|T|)

Datos comprimidos

Árbol de expansión mínima:
 · Coordenadas relativas
 · Distancia Euclidea

Modelo probabilístico:
 · pk: probabilidad para k hijos

 · Fi(x) = 1/(1+exp(-λi(x-µi)))

 · 3D: Fx(x), Fy(y), Fz(z)

Figura 7.2: Esquema general usado para la ompresión.



7.2. REPRESENTACIÓN DE DATOS Y MODELADO. 1177.2 Representaión de datos y modelado.El esquema general seguido en este apítulo se muestra en la �gura 7.2, enla que podemos ver el diagrama uyas partes detallaremos a ontinuaión.Dado un onjunto de vetores tridimensionales S = �r1; r2; : : : ; rjSj	 o-mo el de la �gura 7.3a, se puede de�nir un grafo totalmente onetado G en elque el onjunto de nodos es S y los pesos de las aristas (ri; rj) es la distaniaeulídea entre ri y rj. Entones, se puede onstruir T (�gura 7.3), el árbolde expansión mínima2 (MST) de G, usando alguno de los algoritmos estándar(onsultar, por ejemplo, Cormen et al. (1990)). Debido a las propiedades3geométrias del espaio eulídeo, el máximo número de desendientes de unnodo es 12 (teniendo 12 una probabilidad 0). Sin embargo, en nuestro aso,los puntos están distribuidos sobre una super�ie (es deir, loalmente en unplano) on lo que el número de veinos que se enuentran en la prátia essiempre inferior a 6.Cada nodo n en el MST on padre m es etiquetado on un vetor dn iguala la diferenia dn = rm � rn. Para el nodo raíz p, tomaremos dp = rp. Ennuestra aproximaión, se omprime la informaión mediante la ompresiónaritmétia (Witten et al. 1987; Cover and Thomas 1991) de la entrada. Poreste motivo, neesitamos modelos estoástios que desriban la estruturadel árbol y de los omponentes de tipo vetor ontenidos en T :1. Con la estrutura del árbol se alularán las probabilidades pk de que unnodo se expanda en un número de hijos k (�gura 7.3b). La probabilidadse estima omo el número relativo de subárboles en T que tienen k hijos,donde se asume implíitamente que este valor no depende de la posiióndel nodo.2. A partir de los vetores de omponentes d(n), que ontienen tres nú-2MST orresponde a la siglas inglesas Minimun Spanning Tree.3Esta uestión está relaionada on el empaquetamiento de esferas on una densidadóptima.
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Arithmetic coding:
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Figura 7.3: Compresión de una �gura a partir de puntos tridimensionales. a)Dibujo de los puntos de la �gura, el MST y tabla de datos. b) Histograma dela funión pk. ) MST en oordenadas relativas. d) Grá�a de las funionesde distribuión de las tres oordenadas e) Codi�aión del ejemplo.



7.3. CODIFICACIÓN ARITMÉTICA DE LOS DATOS 119meros en formato de oma �otante, se alulará tres distribuiones deprobabilidad F1 (x), F2 (y) y F3 (z) tal y omo se presenta en la �gura7.3d, una para ada omponente. Una odi�aión e�iente requiereque estas distribuiones sean invertibles e�ientemente. Por ello, envez de usar la funión de distribuión normal, se ha usado la funiónsigmoidea Fi (x) = 11 + exp (��i (x� �i)) (7.1)uya funión de densidad es �iFi (x) (1� Fi (x)). Los parámetros queapareen el la fórmula anterior son: �i (la media aritmétia) y �i =�p3=�i, siendo �i es la desviaión estándar4.
7.3 Codi�aión aritmétia de los datosLa ompresión aritmétia se realiza siguiendo un reorrido en preorden deT , odi�ando ada nodo n omo el vetor de oordenadas asoiado d(n) yel número de hijos que desienden de éste. Por ejemplo, la odi�aión quese muestra en la �gura 7.3e orresponde al árbol del la �gura 7.3. Por lotanto, el �hero de salida ontiene los datos omprimidos on el modelo y losparámetros de la ompresión omo abeera (los parámetros �i y �i juntoon las probabilidades pk). Entones, la odi�aión aritmétia se alulausando onseutivamente los uatro modelos ontenidos en la abeera. Conel objeto de evitar posibles errores de redondeo durante la desodi�aión(debido a que se utiliza una aritmétia de 32 bits), las olas de la distribuiónF se tratan de manera espeial. Si tenemos un determinado esaner on una4La fórmula de álulo de �i se obtiene al maximizar la esperanza de la funión sig-moidea Fi(x).



120 7. COMPRESIÓN DE SUPERFICIESpreisión ", existe xt > 0 tal queF �xt + "2�� F �xt � "2� � 2�32 (7.2)Todo x tal que jxj � xt es onsiderado una anomalía. En estos asos, queson muy improbables, se genera el ódigo para la región jxj � xt seguido porel número x sin odi�ar.7.4 Resultados y disusiónSe han omprimido on on el método desrito previamente (LCS � LosslessCompression of Surfaes) nueve �heros diferentes on un número variablede datos (entre 4 y 19 mil puntos). Podemos ver el aspeto de ada unorepresentado en las �guras 7.4, 7.5 y 7.6. Para omparar, se ha utilizadodiferentes ompresores de propósito general:1. un ompresor del tipo Ziv-Lempel (gzip);2. un odi�ador de Hu�man avanzado (bzip2, que utiliza la transformadade Burrows-Wheeler y odi�aión de Hu�man) y;3. un odi�ador aritmétio basado en k-gramas desrito en Nelson (1991).Los resultados se presentan en la tabla 7.1 y grá�amente se pueden ver en la�gura 7.7. Las tasas de ompresión se de�nen omo el oiente entre tamañodel �hero original y el tamaño del �hero omprimido.Como se muestra en la tabla, el método aquí desrito es mejor que otrosmétodos existentes de propósito general y, permite obtener unas tasas deompresión hasta 5 vees mayores.
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124 7. COMPRESIÓN DE SUPERFICIES�hero # gzip 3-gramas bzip2 LCS original1 103.3 78.2 55.2 83.3 484.32 391.1 32.8 31.0 23.4 108.83 77.8 73.4 69.4 54.8 253.64 127.8 110.1 117.0 72.5 339.95 162.4 138.6 152.1 88.9 450.06 194.7 154.0 157.9 88.1 529.27 178.6 142.1 147.8 77.9 519.08 147.0 108.9 114.3 63.6 400.09 118.2 99.0 96.0 57.3 367.4Tabla 7.1: Tamaño en Kbytes para 9 onjuntos de datos diferentes.
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7.5. CONCLUSIONES 1257.5 ConlusionesEn este apítulo se ha implementado un odi�ador aritmétio que omprime�heros de datos que ontienen puntos que desriben super�ies de objetostridimensionales. El método usa una representaión simple de la super�ieque onsiste en un árbol on las posiiones relativas entre puntos y modelizaesta estrutura y sus omponentes. La omplejidad temporal oinide onla de la onstruión estándar del árbol de expansión mínima. Las tasasde ompresión son pareidas o signi�ativamente mejores que las obtenidason métodos generales. Además, se pueden onsiderar re�namientos sobreel modelo de datos para inrementar la e�ienia del modelo y las tasas deompresión: por ejemplo, usar una funión de distribuión tridimensional, envez de las funiones independientes para las tres oordenadas F1 (x), F2 (y)y F3 (z) usadas en esta implementaión.
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Capítulo 8Reonoimiento de palabrasmanusritasEste apítulo desribe una aproximaión geométria al problema del reono-imiento de palabras manusritas fuera de línea1. Se detalla un nuevo métodopara extraer, a partir de la imagen de una palabra aislada, araterístias es-truturadas en forma de árbol. A partir de ellos, se onstruye una base dedatos de árboles que posteriormente servirá para lasi�ar nuevas palabras.Para ello se utilizará la distania de ediión entre árboles para alular elveino más erano. La distania de ediión se optimiza para onseguir unosresultados eranos a un 95% de palabras lasi�adas orretamente.8.1 IntroduiónEl reonoimiento de palabras manusritas fuera de línea es un problemainteresante por sus apliaiones prátias. La mayoría de los sistemas sebasan en esanear doumentos manusritos para entrenar un sistema onel estilo de esritura partiular de ada esritor y dejar posteriormente queel sistema lasi�que el resto del texto. Muhos sistemas (Suen et al. 1980;1La palabra inglesa es o�-line 127
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Figura 8.1: Etapas en el proeso de reonoimiento de palabras.
Elliman and Banks 1991; Bunke et al. 1995) reonoen letras aisladas y luego,en una fase posterior, usan un diionario e informaión estadístia parareonoer las palabras. En este apítulo se pretende lasi�ar diretamentepalabras ompletas. De esta forma, se evita el uso de diionarios y se integrade una manera más natural el reonoimiento de letras enlazadas formandopalabras. Supondremos que disponemos de algoritmos para aislar palabrasen un doumento omo el de Wang et al. (1997).La idea prinipal es extraer araterístias de las palabras manusritasde un orpus y onstruir una base de datos diretamente de las imágenesesaneadas. Las nuevas palabras se omparan on la base de datos readaanteriormente. Debemos remarar que este método no utiliza diionarioadiional ni algoritmos de división de palabras en letras. El algoritmo extraelas araterístias diretamente de la imagen binaria el esquema general semuestra en la �gura 8.1.Este apítulo está estruturado de la siguiente manera: la seión 8.2 des-ribe la forma en la que la imagen de la palabra es tratada y transformadaen araterístias on estrutura de árbol. La seión 8.3 explia el méto-do de lasi�aión y la seión 8.4 muestra los resultados experimentales.Finalmente, la seión 8.5 expone las onlusiones.
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Figura 8.2: Subetapas del proeso del tratamiento de la imagen.
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130 8. RECONOCIMIENTO DE PALABRAS MANUSCRITAS8.2 Imagen y araterístias8.2.1 Tratamiento de la imagenLas imágenes de las que partimos son palabras manusritas. Normalmente lasimágenes originales en reonoimiento fuera de línea se preproesan (Huangand Yan 1997) para eliminar ruido e informaión redundante. En nuestroaso, en la etapa de preproesado se aplia a la imagen �ltros de morfologíamatemátia (Serra 1982) y un algoritmo de esqueletizaión (Carraso andForada 1995) omo se muestra en la �gura 8.2.Para ada doumento se realizan los siguiente pasos:1. Se esanea y se obtiene una imagen de grises en la primera fase delproeso.2. La imagen de grises se transforma en una imagen binaria . Este pro-eso produe en la imagen resultante un efeto de dientes de sierra2en los bordes de la palabra. Por tanto, se usan algunas operaionesde morfología matemátia omo la dilataión y la erosión (Serra 1982)para suavizar los ontornos.3. Para eliminar los pixels redundantes se utiliza una modi�aión delalgoritmo de esqueletizaión de Nagendraprasad-Wang-Gupta debidaa Carraso and Forada (1995).Los pasos anteriores se pueden ver grá�amente en la �gura 8.4.8.2.2 Extraión del árbol de araterístiasUna vez el ontorno de la palabra se ha esqueletizado, se aplian las subetapasde extraión de araterístias (�gura 8.3) a la imagen binaria. Primero, seextraen los puntos dominantes omo en Li and Yeung (1997), Powalka et al.2Se ha traduido de la palabra inglesa aliasing
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(a) (b)

()Figura 8.4: Ejemplo sobre el tratamiento de imagen. a) Ima-gen en esala de grises. b) Imagen binaria. ) Imagen �ltra-da(dilatada+erosionada+esqueletizada)
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344222 459
Figura 8.7: Representaión grá�a de 4 (34;4(22;2())45;9())(1997) e Iñesta et al. (1998). Estos puntos se utilizan para desribir ambiossigni�ativos en los trazos de la palabra manusrita que umplen una de estasondiiones:� Puntos �nales (esto es, puntos simplemente onetados).� Puntos orrespondientes a extremos loales de urvatura.� Puntos de interseión.En esta aproximaión, las araterístias on estrutura de árbol se extraena partir de las primitivas de direión (�gura 8.5) que unen puntos dominan-tes. El método esoge omo raíz el punto dominante más a la izquierda (enaso de empate esogería el superior) y onstruye el resto del árbol uniendolos puntos dominantes más próximos que están onetados en la imagen bi-naria. Cada nodo del árbol está etiquetado on una adena que desribe ladiferenia del nodo atual on su anestro en el árbol. La adena se obtieneutilizando una de las nueve posibles direiones de la �gura 8.5. Se muestraun ejemplo en la �gura 8.6b. El árbol de araterístias se expresa de unamanera funional omo una adena on símbolos parentizados que sirve omoentrada al algoritmo de álulo de distanias entre árboles.El signi�ado de las araterístias obtenidas de la palabra �hello� quemuestra la �gura 8.6 es el siguiente: la etiqueta 631 representa un vetor
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(a) (b)hello 24 (63;1(34;3(9;4(51;5(8;4(12;3(26;3(16;2(70;9())27;4(58;2(115;1(4;1())27;4(37;2(109;1(5;1())31;4(8;3(136;9()))))))))))))3;8(121;1(18;1()))))()hell 21 (75;1(40;3(11;4(60;5(10;4(42;2(16;2(83;9())33;4(68;2(136;1(5;1())32;4(44;2(129;1(6;1())32;4())))))))))3;8(143;1(22;1()))))(d)Figura 8.8: a) Imagen orrespondiente a la palabra �hello� on la letra �h�desonetada del resto. b) Imagen de grises orrespondiente a la palabra�hell �. ) Árbol de araterístias de la imagen a. d) Árbol de araterístiasde la imagen b.



8.3. CLASIFICACIÓN 135de longitud 63 on la direión 1; la etiqueta 343 orresponde a un vetoron longitud 34 y direión 3; sin embargo, la etiqueta 709 representa unbule de longitud 70. Como ejemplo senillo se puede ver el la �gura 8.7 unarepresentaión grá�a de un árbol etiquetado.Si las imágenes orrespondientes a dos palabras muestran pequeñas dife-renias omo, por ejemplo alguna letra desonetada (�gura 8.8a omparadaon 8.4a), la distania entre ellos será aún pequeña debido a la forma en laque se ha obteniendo el árbol de araterístias. Reuérdese que el algoritmoenlaza los puntos dominantes veinos que no se han utilizado hasta el mo-mento siguiendo un orden de izquierda a dereha y de arriba a abajo. Porejemplo, el valor de la distania entre el árbol de araterístias de la palabraen la �gura 8.6 y la de la �gura 8.8 es de tan solo 78 unidades, mientrasque la distania entre los árboles de araterístias de la �gura 8.6 y la dela �gura 8.8d es de 654 unidades. Los detalles sobre el álulo de distaniase enuentran en la siguiente seión.8.3 Clasi�aiónLa distania de ediión se alula usando ténias de programaión dinámiaomo en Zhang and Shasha (1989) y Oommen et al. (1996). Este algoritmose puede apliar a árboles ordenados y etiquetados, on una omplejidadtemporalO (jT1j � jT2j �min (depth (T1) ; leaves (T1))�min (depth (T2) ; leaves (T2)))donde T1 y T2 son los árboles omparados. Como mejora, se aplia tambiénun algoritmo que adapta los pesos de la distania de ediión para inrementarla tasa de lasi�aión orreta.La ténia Leaving-One-Out (Duda and Hart 1973) se utiliza para estimarla tasa de error. Para ada esritor, ada prototipo se ompara on el restoy se lasi�a. La tasa de error se obtiene apliando este método a todos los
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51

32

(3+2)1
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Figura 8.9: Ejemplo de la operaión sustituión entre el vetor 51y 32. La equivalenia grá�a que representa es sustitui�on(51; 32) =sustitui�on(31; 32) + inseri�on(21)prototipos de la base de datos.El álulo de la distania de ediión se basa en tres operaiones: inserión,borrado y sustituión. Cada operaión tiene asoiado un peso. Las opera-iones elementales de inserión y borrado tienen el mismo peso wI = wD,y la sustituión de un vetor unitario de tipo a por otro del tipo b tieneun oste de wab. Dados dos vetores ualesquiera ma y nb, el borrado delvetor ma tiene un oste mwI y la sustituión de ma por nb tiene un ostemin fm;ngwab + jm� njwI . Se puede ver un ejemplo en la �gura 8.9.El método iterativo que se ha utilizado para ajustar los pesos de sustitu-ión wij es: wtij = wt�1ij + � n;ij � nijmax�n;ij; nij	 (8.1)donde:� � es un valor para ontrolar el inremento de los pesos y su valor osilaentre 0 y 1;� wij son los pesos para las operaiones de sustituión de la direión i
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w0ij =
26666666666664

0 1 2 3 4 3 2 1 41 0 1 2 3 4 3 2 42 1 0 1 2 3 4 3 43 2 1 0 1 2 3 4 44 3 2 1 0 1 2 3 43 4 3 2 1 0 1 2 42 3 4 3 2 1 0 1 41 2 3 4 3 2 1 0 44 4 4 4 4 4 4 4 4
37777777777775 (8.2)

Tabla 8.1: Pesos iniiales para la operaión de sustituión.por la j, y su valor está omprendido entre 0 y 4. Estos valores seorresponden on la mínima y máxima diferenia entre los valores delas direiones de la �gura 8.5. Se garantiza que no se exede de esterango: si wtij < 0 entones se asigna 0 y si wtij > 4 se asigna 4.� nij es el número de sustituiones del tipo ij realizadas por los prototiposorretamente lasi�ados;� n0ij es el número de sustituiones del tipo ij realizadas por los prototiposinorretamente lasi�ados.De esta manera, los prototipos inorretamente lasi�ados inrementansu distania on respeto de su veino más erano, mientras que los o-rretamente lasi�ados la disminuyen. El algoritmo de adaptaión se apliaun número determinado de vees (estableido a priori), y los pesos que seesogen para la lasi�aión son aquellos que han obtenido mayor tasa delasi�aión on el onjunto de entrenamiento.Los pesos de inserión y borrado se �jan wI = wD = 2, ya que es la mitaddel valor máximo de un peso de sustituión wij que se iniializan amin (ji� jj ; 8 + min (i; j)�max (i; j)) (8.3)
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(a) (b)
() (d)Figura 8.10: Ejemplo de la palabra whisky esrita por uatro esritores dife-rentes.que asigna menos peso aquellas direiones eranas y más peso a las dire-iones distantes (�gura 8.5).8.4 ResultadosEl método propuesto ha sido apliado a dos bases de datos diferentes:Base de datos #1: Se ha reogido muestras de palabras manusritas deuatro estilos diferentes omo podemos ver en la �gura 8.10. Se haonstruido una base datos on un total de 2.400 muestras (600 poresritor). Cada esritor ha esrito 50 palabras distintas (tabla 8.2) yada palabra se ha repetido 12 vees. Todas la palabras que forman labase de datos tienen de uatro a seis letras. Los ejemplo se han obtenido



8.4. RESULTADOS 139bola burro ampo asa olareer dedo dentro eres fueragato hola jarro kilo lagolaxo listo manta mata mimomirar mola morro niño parapelo penal pensar perro poderqueso rata rio rota saltasedal señal sigo silla sofásola sopa suyo turno tutortuyo vivo whisky zona zumoTabla 8.2: Ejemplo de palabras usadas en la base de datos #1.usando un esaner on una resoluión de 300 dpi y 256 niveles de grisesa partir de páginas esritas on bolígrafo negro.Hay que destaar que nuestro interés es estudiar uán bueno es nuestroalgoritmo apliado a un esritor, y por lo tanto, no estamos interesadoses onstruir un gran base de datos on muhos esritores. Las palabrastienen un longitud similar para no dar la ventaja al sistema de quepueda distinguir las palabras simplemente por su tamaño.Base de datos #2: El voabulario de test ha sido extraído del orpus LOB(Lanaster Oslo y Bergen) que ha sido utilizado, por ejemplo, en Seniorand Robinson (1998) para reonoimiento de arateres manusritosontinuos fuera de línea utilizando redes neurales reurrentes y modelosde Markov oultos. Se han seleionando 20 ejemplos de ada una delas 34 palabras más freuentes.El número de ejemplos que se ha esogido ha sido de 150, 300, 450 y 600prototipos para ada esritor. El algoritmo de lasi�aión se aplia a adagrupo para un esritor determinado y la media por grupo se muestra en lastablas 8.3 y 8.4.Se puede ver en la tabla 8.4 y �gura 8.12 omo la mayor tasa medio delasi�aión obtenido ha sido del 95% en promedio, mientras que para un
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Figura 8.11: Base de datos #1: a) Tasa de lasi�aión de palabras mediasin y on algoritmo adaptativo. b) Resultados de la desviaión estándar delos experimentos sin y on el algoritmo adaptativo.
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Figura 8.12: Base de datos #2: a) Tasa de lasi�aión de palabras mediasin y on algoritmo adaptativo. b) Resultados de la desviaión estándar delos experimentos sin y on el algoritmo adaptativo.
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sin algoritmo adaptativo on algoritmo adaptativo# prototipos � D � D150 60 6.3 63 5.2300 76 3.8 77 3.3450 82 2.4 83 2.1600 85 2.3 85 2.0Tabla 8.3: Tasa � (porentaje) de lasi�aión de palabras sin y on el al-goritmo adaptativo y D la desviaión estándar sobre la base de datos #1,respetivamente.
sin algoritmo adaptativo on algoritmo adaptativoprototipos � D � D150 79 4.6 86 3.7300 91 3.4 92 2.9450 93 2.3 94 2.0600 94 1.5 95 0.9Tabla 8.4: Tasa � (porentaje) de lasi�aión de palabras sin y on el al-goritmo adaptativo y D la desviaión estándar sobre la base de datos #2(LOB), respetivamente.



8.5. CONCLUSIONES 143esritor dado ha llegado hasta el 95,5%.Cuando se aplia el algoritmo más senillo (sin algoritmo adaptativo depesos), los resultados osilan entre el 60% y el 85% en la base de datos #1(tabla 8.3 y �gura 8.11) y entre el 79% y el 94% en la base de datos #2 (tabla8.4 y �gura 8.12), dependiendo del número de prototipos de la muestra. Parael algoritmo de los pesos adaptativos los resultados han estado entre un 63%y un 85% (tabla 8.2) y entre un 86% y un 95% (tabla 8.4), según la base dedatos.Si omparamos los resultados entre las dos tablas se observa laramenteque on la base de datos #2 se obtienen mejores resultados. Esto es debidoa que la base datos #2 tiene menor número de lases y las longitudes desus palabras no son homogéneas. Reordemos que la base de datos #1 lahabíamos onstruido on palabras desde 4 hasta 6 letras, inrementando ladi�ultad para la lasi�aión.También se observa que el algoritmo adaptativo es más útil uando tene-mos poos prototipos y se observa un disminuión en la desviaión estándarde los resultados (�guras 8.11b y 8.12b).8.5 ConlusionesHemos explorado un nuevo método para la extraión de araterístias onestrutura de árbol a partir de la imagen de una palabra. El método usa unageneralizaión de la distania de ediión entre árboles optimizada para esteproblema. El método se ha apliado al reonoimiento de palabras manus-ritas fuera de línea. El algoritmo es fáil de apliar y los resultados son muyesperanzadores.Con la implementaión atual, si inrementamos el tamaño de la ba-se de datos on nuevos prototipos se inrementa el tiempo de lasi�aiónlinealmente. Este heho se puede mejorar on algoritmos omo el AESA (Ap-proximating Eliminating Searh Algorithm) u otros relaionados omo Mió



144 8. RECONOCIMIENTO DE PALABRAS MANUSCRITASet al. (1996) y Mió and Onina (1998). Estos algoritmos alulan la dis-tania entre algunos prototipos de la base de datos en la fase de preproeso,y usan esta informaión preproesada para aelerar la búsqueda del veinomás erano.Otros algoritmos, omo por ejemplo Li and Yeung (1997), neesitan infor-maión adiional, además de la imagen de las palabras. Por ejemplo, tienenun diionario restringido de palabras, por lo que es más difíil inrementarla base de datos on nuevas muestras, o neesitan algoritmos para separarlas palabras en letras e informaión estadístia, omo los utilizados en Suenet al. (1980), Elliman and Banks (1991) y Bunke et al. (1995) .Vías futuras que podrían seguirse basándose en el trabajo atual seríaninrementar el número de esritores y de muestras o generalizar el algoritmopara reonoer una muestra de un esritor ualquiera. Una idea interesantesería apliar este algoritmo a un sistema de reonoimiento de �rmas.



Parte IIIConlusiones y trabajos futuros
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Capítulo 9Conlusiones y trabajos futurosDe forma general, los desarrollos de este trabajo se han realizado alrededorde los lenguajes de árboles k-testables y sus apliaiones. La aportaiones deesta tesis han sido:� el planteamiento de una extensión de los lenguajes de árboles k-testablesatualizable inrementalmente que permite un grado de generalizaiónmenor que el de la gramátias de árboles obtenidas diretamente de lamuestra;� la apliaión e�iente de variaiones del algoritmo anterior a la ompre-sión y a la lasi�aión de muestras on estrutura de árbol etiquetado,obteniendo unos resultados favorables respeto de otros métodos rela-ionados on estas áreas;� la de�niión de un método de ompresión para imágenes 3D de super-�ies basado en el árbol de expansión mínima y distribuiones sobrenúmeros reales, una por dimensión, on una tasas de ompresión supe-riores al resto de métodos de ompresión;� la implementaión de un sistema de reonoimiento de palabras manus-ritas ontinuas basada en la distania de ediión de árboles on una147



148 9. CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROSe�ienia de hasta el 95%.Parte del ontenido de esta tesis ha sido publiado en los siguiente artíu-los:� J. R. Rio-Juan, J. Calera-Rubio, and R.C. Carraso. Probabilistik-testable tree-languages. In A.L. Oliveira, editor, Proeedings of 5thInternational Colloquium, ICGI 2000, Lisbon (Portugal), volume 1891of Leture Notes in Computer Siene, pages 221-228, Berlin, 2000.Springer.� J. R. Rio-Juan, J. Calera-Rubio and R. C. Carraso. Lossless Com-pression of Surfaes Desribed as Points. In F. J. Ferri, J. M. Iñes-ta, A. Amin and P. Pudil, editors, Proeedings of the Joint IAPR In-ternational Workshops SSPR2000 and SPR2000, Aliante, Spain, Au-gust/September 2000. , vol. 1876 of Leture Notes in Computer Sien-e, 457-461. Berlin (2000) Springer� J. R. Rio-Juan. O�-line ursive handwitten word reognition basedon tree extration and an optimized lassi�aiton distane. In M. I.Torres and A. Sanfeliu, editors, Pattern Reognition and Image Analy-sis: Proeedings of the VII Symposium Naional de Reonoimientode Formas y Análisis de Imágenes, Volume II, pages 16-16, AERFAI,Geneve.Entre los problemas que quedan abiertos tras este trabajo se enuentran:� La evaluaión de estos métodos on bases de datos más extensas, espe-ialmente de tipo lingüístio y para resolver ambigüedades sintátias.� Generalizar los métodos de suavizado y desuento para gramátias in-dependientes del ontexto, donde el árbol de análisis sintátio no esneesariamente únio.



149� La apliaión de los métodos de ompresión a imágenes bidimensionalesodi�adas omo quadtrees u otras estruturas de tipo arbóreo.� El desarrollo de métodos e�ientes de prediión y ompresión de es-truturas más generales omo los grafos dirigidos aílios.

Aliante, 15 de mayo de 2001.
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Apéndie AOtros métodos de ompresión deadenasEste apéndie está dediado a dos métodos de ompresión uyas diretriesde funionamiento di�eren del uso de los modelos estoástios utilizados enesta tesis. Como se han onsiderado importantes se les ha dediado esteapartado.A.1 Compresión por ordenamiento de bloquesLa ompresión por ordenamiento de bloques (Blok-Sorting Compresión) esuna aproximaión que se publió en el año 1994 (Burrows and Wheeler 1994).Es un enfoque espeial porque transforma el texto antes de omprimirlo. Eldesompresor apliará la inversa de esta ténia para obtener el texto �nal. Esuna ténia análoga a la del oseno disreto para la ompresión de imágeneso la transformada de Fourier para señales. Una desventaja del ordenamientopor bloques es que la entrada está divida en bloques que se proesan deuno en uno, mientras que un método adaptativo proesaría los arateresindividualmente según le llegan.Esta transformaión de ordenamiento por bloques, también llamada trans-151



152 A. OTROS MÉTODOS DE COMPRESIÓN DE CADENASI Fm ississipp ii ssissippi ms sissippim is issippimi si ssippimis ss sippimiss is ippimissi si ppimissis sp pimississ ip imississi pi mississip p

I Fi mississip pi ppimissis si ssippimis si ssissippi mm ississipp ip imississi pp pimississ is ippimissi ss issippimi ss sippimiss is sissippim i

I Fi pi si si m*m ip pp is ss ss is i(a) (b) ()Tabla A.1: Transformada de Burrows-Wheeler de la adena missisippi : (a)rotaiones de la adena; (b) ordenaión alfabétia por ontexto; () adenaordenada (olumna iniial I) y adena permutada (olumna �nal F)formaión de Burrows-Wheeler, presenta la peuliaridad de que es reversible.En ella:1. Se divide el texto en bloques de tamaño n.2. Se generan todas las n permutaiones ílias (rotaiones) del bloque.3. Se ordenan alfabétiamente todas las permutaiones.4. Se esribe el último símbolo de ada permutaión siguiendo la nuevaordenaión .En la tabla A.1 se representa este proedimiento apliado al bloque �mississippi�y uyo resultado es �pssmipissi�.La ventaja de esta transformaión es que es invertible (si trabajáramoson la adena ordenada no se podría reonstruir la adena original). En efetode esta última adena �pssmipissi� se podría obtener la original siguiendoestos pasos:



A.1. COMPRESIÓN POR ORDENAMIENTO DE BLOQUES 1531. Se ordena la adena F. Se obtiene I=�iiiimppssss�.2. Se asigna a la adena C la primera letra de la adena original, esto es,�m�.3. Se busa la última letra de C en la olumna F de la tabla.4. Se añade a C la letra de la olumna I de la �la hallada.5. Se borra esa �la de la tabla.6. Si quedan �las en la tabla se vuelve al paso 3.Es fáil omprobar que tras estos pasos, se obtiene C=�mississippi�.Previsiblemente, la nueva seuenia obtenida, F, puede ser omprimidamás e�ientemente, ya que está parialmente ordenada y su entropía es me-nor. Nótese que el símbolo que preede a ontextos idéntios (o similares) esprobablemente pareido.Para que el resultado sea más efetivo es onveniente apliar a la ade-na resultante de la transformada de Burrows-Wheeler una odi�aión mtf(move-to-front) que onsiste básiamente en odi�ar los símbolos según susposiiones. Supongamos que tenemos un vetor on 256 entradas, una paraada símbolo y que están situados según su ódigo ASCII. Se emite el índie,n, del símbolo que se está examinando, s. Los símbolos desde el índie 0 has-ta el n� 1 se inrementan en 1 y s se lleva al prinipio del vetor, quedandoen el índie 0. Este proeso se repite hasta agotar la entrada. Si apliamosesta odi�aión a la adena F=�pssmipissi �, índies(L)={112, 115, 115,109, 105, 112, 105, 115, 115, 105, 105}; el resultado sería mtf(L)={112, 115,0, 111, 108, 4, 1, 4, 0, 1, 0}.Además, onviene apliar también un rle (run-length-enoder). Este o-di�ador sustituiría las seuenias onseutivas del mismo valor por una o-di�aión ompata de esté valor y su longitud, ya que uando se examinan



154 A. OTROS MÉTODOS DE COMPRESIÓN DE CADENASbloques enteros se produe esta repetiión de valores onseutivos. Por su-puesto, estos dos últimos odi�adores tienen su inversa para apliarlo en eldesodi�ador.A.2 Compresión basada en palabrasEn este método, el texto o �hero que se va a omprimir se separa en palabras(arateres alfanumérios onseutivos) y separadores (espaios en blano,signos de puntuaión, et) y se omprime ada parte por separado. Obvia-mente, para poder reuperar el texto original es neesario que el texto esteompuesto por palabras y separadores, alternativamente.Una forma de omprimir que da buenos resultados es utilizar un modelode ontexto �nito de orden 0 para las palabras y otro de orden superior paralos separadores.Además, se utiliza un símbolo espeial, esape, que india que se va a o-di�ar una palabra aráter a aráter. Esto ourre siempre que una palabraaparee por primera vez y por tanto no se puede utilizar el modelo de orden0.
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